Mathematik LK Test

1. Bestimme die folgenden Grenzwerte.
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2. Berechne folgende uneigentliche Integrale.

a)Te‘de
1

b)i \/% dx

3. Gebe eine moglichst einfache gebrochenrationale Funktion f an, fur deren Graph y=-x und
x=1 Asymptoten sind und deren Graph nicht punktsymmetrisch zum Ursprung ist.

2 __
4. Untersuche die Funktionsschar f, (x) = X—: keR.

Die Untersuchung auf Wendepunkte darf ausgel assen werden.

Zusatz: Bestimme den Inhalt der Fléche, die der Graph von fy fur k :% mit der x-Achse

einschlief3.
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AnwendenDel 'Hospital :
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Begriindung: Nach einer Polynomdivision gibt der ganzrationale Anteil die Asymptote an:

(—x2+x+1):(x—1):—x+i1

Man sieht: y=-x ist Asymptote.
Damit x=1 eine Asymptote ist, muss x=1 eine Definitionslticke, aso eine Nullstelle des
Nennerpolynoms sein (1-1=0).

Far Punktsymmetrie musste gelten: f (—x) =—f (x)
Fir Punktsymmetrie zum Ursprung: f (-0) =—f(0)

0+i1= 0-1=-1= —(—0+i1) =—(-D)=1f. A.



fk (X) =

2__
X k,keﬂ%
x-1

1. Definitionsbereich:

Eine gebrochenrationale Funktion ist an den Nullstellen des Nennerpolynoms nicht definiert.
Nun untersuche ich diese Nullstellen, um somit Definitionsl ticken und schlief3dlich die
Definitionsmenge angeben zu kénnen.

1

O0=x-
x=1
D=R/AL

2. Symmetrie:

Wir haben die Vermutung, dass weder Achsensymmetrie noch Punktsymmetrie vorliegen.

Fir Achsensymmetrie musste gelten: f (—x) = f(X)
Beispiel fir x=2:
f(-=2)=1(2)

4-k 4-k

-2-1 2

Falsche Aussage.

Far Punktsymmetrie musste gelten: f (—x) =—1f(x)
Beispiel fur x=2:
f(-2)=-1(2)

4k =-4+k
-3
Falsche Aussage.

—> Der Graph ist weder achsensymmetrisch noch punktsymmetrisch.



3. Verhadten fir betragsgrofie x:

Durchfihren einer Polynomdivision:

(2—K): (X—1) = x+ 14 L
~(x2-X)

X

-(x-1)

-k +1

lim(x+1)—lim k+1="oo"
X—>0 x—o X —1

Der Grenzwert existiert nicht, da lim(x+1) beliebig grof3 wird.
Fir x > o, geht f(x) > .
Fir x - —o, geht f(x) > -0,

Die Asymptote bestimmt der ganzrationale Anteil nach der Polynomdivision.
Asymptoteist y=x+1.
(Die Funktionswerte wirden fir x — o den Funktionswerten von y=x+1 sehr nahe kommen.)

4. Verhalten in den Definitiond Uicken:

Bei x=1 liegt eine Definitionslticke vor. Nur fur k=1 wére x=1 eine Nullstelle des
Zahlerpolynoms, sonst nicht.
Dennoch ist die Differenz der Vielfachheit der Nullstellen im Zahlerpolynom und im
Nennerpolynom kleiner O (wenn k = 1), somit liegt hier eine Polstelle vor.
Dadie Differenz ungerade ist, liegt an der Stelle x=1 fur alle k =1 eine Polstelle mit
Vorzeichenwechsel vor. Ein Sonderfall ist k=1, denn:

x2—1: (x=D(x+1) il

x-1 x-1
Hier ist die Differenz der Vielfachheit der Nullstellen im Zahlerpolynom und im
Nennerpolynom gleich 0 und somit (nach Definition) lege eine hebbare Definitionsl ticke vor.
Fir ale anderen k liegt ein Pol mit V orzeichenwechsel vor.




5. Gemeinsame Punkte mit den Koordinatenachsen:

-y-Achsen-Abschnitt: x=0

f(o)zoz__k:__k:k
0-1 -1

S,(0/k)
- Nullstellen: f, (x)=0

x2—k

Cox-1
Ein Quotient wird 0, wenn der Z&hler O wird:
0=x2-k
x2=Kk

X2 = +_‘/E
N, (v /0); N, (—/k /0)
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£ (x) = 2X(x =) —(x2—k) 2x2-2x-x2+k x2-2x+k x2-2x+K
“ (x—1)2 (x—1)2 (x=12  x2-2x+1
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7. Extrempunkte:

Notwendige Bedingung flr das Vorhandensein eines Extrempunktes f, '(x) =0:

X2—2x+k

(x-1?
Ein Quotient wird 0, wenn der Zé&hler O wird:
1 =1+—V1-K



1. Fl:
Fur 1-k =0— k =1 liegt eine mogliche Extremstelle bel x, =1+ —/1-1=1 vor.

2. Fall:
Fir 1-k >0— k <1 liegen zwei mogliche Extremstellen bel x,, =1+-+1-k vor.

Q

3. Fall:
Fir 1-k <0— k >1 gibt es keine moglichen und somit auch realen Extremstellen, dadiese
negative Wurzel in der Menge der reellen Zahlen nicht definiert ist.

Hinreichende Bedingung fir das Vorhandensein eines Extrempunktes f, '(x) =0A f, "(x) = 0:

1. Fal:
k=1, mogliche Extremstelle bei x=1

(1-k)e2-2-2k
(-
Bedingung nicht erfullt und der Graph hétte keine Extremstellen.

f ()= . Man wurde durch O dividieren. Also ist fur k=1 die hinreichende

3. Fall:
Der 3. Fall muss mit der hinreichenden Bedingung nicht untersucht werden, dadie
notwendige Bedingung schon nicht erfillt ist.

2. Fall:

k<1, mogliche Extremstelle bei x,, =1+-v1-k

Beispiel fur k=-3:

X, =1+—/4=1+-2

X =-1

X, =3

Fr(o1) = —2+2k—2+2k _ -4+ 4K _ —4—12_1< 0- Maximum

16 16

£7(3) = 6-6k-2+2k 4-4k 4-12 :—1<0: Maximum

16 16 16 2

Fur positive mogliche Extremstellen erhalten wir immer Maxima. Die Begriindung ist sehr
einfach. Wahle a als mogliche Extremstelle. Sie groRer als 1, also a>1 und k<1.

2a—2—(2a+2)k

(a-1*
Der Nenner ist aufgrund der geraden Potenz immer positiv. 2a-2 ist positiv, daa>1 und
2(2a+2)k wird negativ. Somit wird f'’(a) immer negativ und somit lege Maximavor.

f"(a)=




Fir negative mogliche Extremstellen gilt:
e oy 20-V1-K) - 2K(1-v1-k)-2+2K
f"Q-v1-k)= k-1
V1-k(-2+2k) 1-k(-2+2k)
f"Q-v1-k)= =
( : (V1-k)* (1-k)?

Da k<1 wird der Ausdruck ebenfalls negativ. Somit liegen auch hier Maximavor.

Berechnung der Extrempunkte:

f(1++1-k) = @+V1-k2-k 1+2J1-k+1-k-k

1+J1-k -1 1-k
_2-2k +24/1-k
J1-k
_ _ 2__ _ _ —_k —
f(l—\/l——k):(l V1-K) k:1 2J1-k +1-k -k
1-v1-k -1 1-k
_2-2k-2V1-k
1-k
8. Wertebereich:
Fir k<1:
W:{y€R|y>_2+2k+2\/1—kundy<2+2k+2\/1—k}
J1-k J1-k
Fir k=1;
W =R/K2Z}
Fir k>1;

W=R



Zusatz:

1. Berechnung der Nullstellen f(x)=0:

w1
4
x-1

Ein Quotient wird 0, wenn der Zahler 0 wird:
0= x2—l
4

lz X2
4

=4 ——
X2 5

2. Berechnung der Fléche:

Um die Stammfunktion angeben zu kdnnen, fihre ich eine Polynomdivision durch:
3

1 4
X2—=):(x=1) =x+1+——
(@=2): (x-1) it

3
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