Mathe LK
Analysisklausur 11

1. Bestimme zu den gegebenen Funktionen jeweils die 1. Ableitung f’.
Fasse den Funktionsterm f* soweit wie moglich zusammen.

a) f(x)=sinxee™
b) f(x)=kek*—k™

—X

%) 1= ;+1
d) f(x)= f(X)=(Xx+1)2+ 2"+ ™%

e) f(x)=|n(\&)—ln(%)f)lnle_

2. Bestimme zur Funktion f eine Stammfunktion F.

a) f(x)=(e"—e ™)

b) f(x )_§—X3+—(x>1)

3. Berechne k so, dass das Integral den angegebenen Wert hat.
1
a) j (" + kx)dx = 2

b)j(— —)dx—%+|n2

4. L ose die folgenden Gleichungen.
a)e™ =7

1
b) —Eln(l— x?) =1

c) e —6e* +21=13

5. Beweise die Gultigkeit der folgenden Regel.

Wenn die Funktionen u und x an der Stelle adifferenzierbar sind, so ist auch die Funktion f
mit f (x) =u(x)ev(x) ander Stelle adifferenzierbar, und es gilt:

f'(@)=u'(a)ev(a)+u(a)ev'(a).



1
6. Fur jedesk (k € R;k >1) ist eine Funktion fk(x):(%x—k)oek (x e R) und deren 2.

X

1,
e eek (xeR) gegeben.

Ableitungsfunktion f, "(x) =

a) Untersuche den Graphen der Funktion fi beztiglich Definitionsbereich, Verhalten fir
betragsgrofl3e x-Werte, Schnittpunkten mit den K oordinatenachsen, Extrem- und
Wendepunkten sowie Wertebereich.

b) Der Graph jeder Funktion f besitzt genau einen lokalen Extrempunkte.
Gebe die Gleichung der Funktion g an, auf deren Graph die lokalen Extrempunkte aller
Funktionen fy liegen.

c) Ermittle ale Werte k, fur die sich die Graphen der Funktion f, und der
Ableitungsfunktion ' nicht schneiden.

1y
d) Durch die Funktion F, (x) = g(x —3k)eek (xeR) ist eine Stammfunktion der Funktion

fx gegeben. Der Graph der Funktion fx und die Koordinatenachsen begrenzen eine Flache
vollstéandig. Berechne ohne V erwendung von Naherungswerten den Wert k, fir den der

Inhalt dieser Flache é(ez—S) betragt.

€) Der Graph jeder Funktion fy besitzt genau einen Wendepunkte W.

Die Wendetangente sei tx. Die Senkrechte zur Wendetangente im Punkt Wy sei s..
Begriinde, dass alle Tangenten tx paralel zueinander verlaufen.

Die Graphen t, sc und die x-Achse begrenzen eine Drelecksfl&ache vollstandig.
Berechne den Inhalt dieser Flache.

7. Zeige, dass sich die Graphen der Funktion f mit f (x) =e*** und g mit g(x) =2e—e ™ an
der Stelle x=-1 berthren. Eine Skizze alein ist hier al's Nachweis nicht ausreichend.
Berechne anschlief3end den Inhalt der von beiden Funktionsgraphen und der y-Achse

eingeschlossenen Fl&che.

8. Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = In(l) :
X

Welches Rechteck mit achsenparallelen Seiten zwischen dem Graphen von f und den
Koordinatenachsen im 1. Quadranten hat maximalen Flacheninhalt?



L Gsungen:

1

a) f(x)=sinxee™
Produktregel :

f'(x)

=Ccosxee “—e “esinx=e *(COSX—SiNXx)

b) f(x)=kek -k

f'(x)

c) f(x)

_kelnk ek —|n(%).(%)x k(K + k)

—X

Xx+1

Quotientenregel :

f'(x) =

) 10 = 0D+ 20465 =0 2x 414 2 024

f'(x) =

- (x+)-e* e (x+1+D) —-e"(x+2)

(x+1)2 (x+1)2  (x+D2

5x2

2X+ 2+ 21 N2+ (10x — 2)e> >

e) f(x) = In(\/;)—ln(%) = In(\/;)—ln(x%)

f'(x)=%- }—(W-(—é)-xg

f = \/—o—o 1

'(x) X+ 3 T

fpge Lotk 11 ¥ 1 11
2x33x4 2x3f( 2x 3%

ETEE

x'2 3 6
1 o

f)in—=— =In[(-4)"]

f'(x)=+...

X2—4



2.

a) f(x)=(e"—e*)2=e" —2e"e " +e ¥ =¥ -2+

F(x) :Ee2X —2x—%e2x

b) f(x)—§—3+—(X>1)
X% X-
f00=2-2 Lo act -2+ (x-1)”
X X2 x-1

F(x)=3In|x|+2ex"...

a) Jl.(ex +kx)dx =2

"+ k] =2
2,

e+%k—1:2|—e+1

L—3ele2
2
k=6-2e
k = 0,563...
b)j(— —)dx=—+|n2 F(x) =Inx—2
X
k

Unx_1]=—+m2

Ink—l—ln1—1::1+ln2
k 2

Ink—2-1==14In2|+1
K 2

Ink—1:§+ln2
k 2



4.

a)e> =7|In
3x2=In7|:3

x2=%|n7|\ﬁ

X= EIn7
\'3

X=+-0,805

b) —%In(l— x2) =1| o(~1)

%In(l— x2) = —1|e2

In(1—x3) =-2]e
1-x2=e7|-1
—x2=g?-1
x2=-e%+1

X =+-0,92987

c) e* —6e* +21=13
Substitution: z = e*
72—-6z+21=13|-13
722-6z2-8=0p,q—Formel :
2,,=3+-—9-8

z,=4

2,=2

Rilcksubstitution:e* =z

X, =In4=1,39v x,=In2=0,63



5.
Behauptung: ev(x), dannist f '(x) =u'(x)ev(x)+u(x)ev'(x).

Beweis:

f ) = lim Q=@ _j; u()ev(x) -u(a) e v(a)
x—a X—a x—a X—a

Nun addieren wir 0, das heif3t wir addieren und subtrahieren gleichzeitig einen gleichen Term
und zwar —u(a) e v(x) +u(a)ev(x):

_lim u(x)ev(x)—u(a)ev(x)+u(a)ev(x)—u(a)ev(a)
x->a X—a

u(x)—u(a) . v(x)—v(a) .
T v_a V(X)+—X—a u(a))

= lim(

X—a

Im néchsten Schritt wenden wir Grenzwertgesetze an:

=IimMoIimv(x)+|'mV(X)_V(a)

X—a X —_ a X—a X

eu(a)

=u'(a)ev(a)+v'(a)eu(a)

g.ed

Produktregel:

Wenn die Funktionen u und v an der Stelle adifferenzierbar sind, so ist auch die Funktion f
mit f (x) =u(x)ev(x) ander Stelle adifferenzierbar, und es gilt:
f'(x)=u'(x)ev(x)+u(x)ev'(x)




6.

1. Definitionsbereich:

D =R, daichfur x ale Zahlen einsetzen darf.

2. Verhalten fir betragsgrofie x:

Fir x > «, geht f(x) > «, da
1

—=x—k

(2 ) >

1

—X
gk >

1 o
:>(Ex—k)oe'< — 0

Fir x > —o, geht f(x) > 0, da

1

—X—k) > -

(2 ) > —©

1y
ek -0

1

Daaber e schneller gegen 0 wichst, als (%x—k) gegen — unendlich, strebt der
Funktionsterm gegen 0.

1

:(%x—k)oekx—m

3. Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen:

- Schnittpunkte mit der y-Achse: x=0

f.(0) =(%oo—k)-ei'° —k
S, (0/-k)

- Nullstellenberechnung: f(x)=0

1y 1y
0= (% x—k)eek Dae* nicht Owerden kann, beschranke ich mich zur

Nullstellenberechnung auf den 1. Faktor, denn ein Produkt wird O, wenn einer der Faktoren O
wird.

1 X
0=(=x—-k)eek
Gx-k)e

Ozlx—k
2

X =2k
N (2k /0)



4. Ableitungen:

fk(x)z(%x—k)-eix(xGR)

1 1
f, '(x):%oek o(%x—k)+%oek

L1 1. x,1 1
f,'(X)=ek (—x-1+=)=¢ek (—x-=
(X (2k *3 (2k 2)

1
l) + eEX .i
2 2k

1 1 1, = 1 N

X——+—)=ek e——x=¢k o

2k2” 2k 2k 2k? 2k2
1 1 1

F 00 = Leek o X ok et — ek (X4 L

“ k 2k? 2k2 2k3  2k2

1
f, "(x) :%oek 0(2—1kx—

{0 =t o

5. Extrempunkte:

Notwendige Bedingung fir das V orhandensein eines Extrempunktes: f’ (x)=0

N 1 1 N 1y
O=ek (EX—E) |: ek, zulassig,dae* = O(Definition)

oo Ly 1,1
2k 2 2

lziX|02k
2k

Xx=k

maogliche Extremstelle!

Hinreichende Bedingung fur das VVorhandensein eines Extrempunktes: f '(x)=0A f "(x) #0:

1, 1 X
f, "(x) = e¥ -(ix—i+i)=ek e x=er e
k2" 2k 2k 2k?2 2k2

ek 1 .
f(k)=¢ek e =ee—>0,dak >1: Minimum
2k2 2k

BerechnungDesTiefpunktes :

fk(x):(%x—k)oe;X(XGR)
f (k) = (%k—k)oei.k :—%ek

1
T(k/—=ek
(ki-ek)



6. Wendepunkte:

Notwendige Bedingung fir das Vorhandensein eines Wendepunktes: ' (x)=0

1, S 1,
fk“(x):%oek 0(2—1kx—%)+ek 02—1k:ek .2)Ii2

1y 1, 1,

O=ek o%kek , zuléssig, dae* = O(Definition)

0=_1
2k2

x=0
maogliche Wendestelle!

X |:i,zulassig,dak >1
2k?2

Hinreichende Bedingung fur das Vorhandensein eines Wendepunktes: f "(x)=0A f "(x) =0

f X)) ==eek ek = ek
)=t oot 25T Gt
}u
f o) =et et =L L0 dak >1
2Kz 2K

BerechnungDesWendepunktes :
1,
f (X)= (%x—k)oek (xeR)

fk (O) =-k
W (0/—K)

7. Wertebereich:

W:{y|y2—%ek}:R

Denn der Tiefpunkt ist von k abhangig, das heil3t, dass dieser in Richtung der y-Achse nach
unten beliebig verschoben werden, denn k>1, somit kann der Tiefpunkt nur einen negativen
y-Wert annehmen und somit ist die Wertemenge die Menge aller reellen Zahlen!

b) Der Tiefpunkt liegt bei T (k /—%ek) .
Jetzt substituiere ich x=k und erhalten fir den y-Wert y = —%ex . Auf dieser

Geradengleichung y = —%ex liegen alle Extrempunkte der Funktionsschar. Denn wenn man

wieder ricksubstituiert, also k=x, erhdlt man den angegebenen allgemeinen Tiefpunkt.

1
X) =——exX
g(x) >



c)
fk(x):(%x—k)oekx(XGR)

1 EX 1 1 E>(
f'(x)=—eek o(=x—k)+—=oek
« (%) ” (2 ) 5
Ex 1 1 EX 1 1
f '(X)=eX (—x-1+=)=¢eX (—x—-=
()= o1k D) = (ox—)
Nun setze ich die Funktion und ihre Ableitung zun&chst gleich, um den x-Wert des

Schnittpunktes zu berechnen und um danach Ruickschllisse ziehen zu konnen, fir welche k es
keinen Schnittpunkt gibt.

1 Ix Ly 1 1 1, L
(Ex—k)oek =ek (EX_EH:EK ,zuldssig,dae® = O(Definition)

1 1 1, 1 1
—X-K==—X-=|+=-=X
2 2k 22 2
1 1 1
—k+==—x-=Xx
2 2k 2
1 1 1 1 1
—k+==x(—-) | (—-=
GG )
—k+;
REN
2k 2
_k+1
X= 1 i ist fur die Werte k=0 und k=1 nicht definiert, da man sonst durch O dividieren
(E_E)
wirde.

Da aber nach Aufgabenstellung k>1, folgt, dass es keine Werte fir k gibt, fir die es keine
Schnittpunkte der Funktion und derer Ableitung gibt.



d)

o Bl Y ey o R i, W |'.1.|

L. "'-Il,"-ll'.- '...:.I'I"_'-':.-:.n

1. Berechnung der Nullstellen:

Anaog zur Nullstellenberechnung in Aufgabe 6a)
N(0/2K)

2k 1 1 2

A= Zx—k)eek )dx|==(e2-3

q«z ook )dx = (e2-3)
2k

1
[(-3eei'] F5e9

0

K %'Zk_ 5. _ _g 2_
|§(2k—3k)oe (2 (3k))—9(e 3)

k2 2
2 (—e2+3) = £(e2-3
I2( ) | 9( )

K e2—3) = 2 (e2—
-5 -9 59

k2 2 __ —E 2_ (p2 —
1= I 3)—9(e 3 |:(e*-3)

|_E|_g
2

9

Daaber k>1 nach Aufgabenstellung, folgt, dass eine Flache von g(e2 —3) dieser

Funktionsschar mit den Koordinatenachsen nicht begrenzt wird.



€) Nach 6a) war W(0/-k)

Die Steigung der Wendetangente erhdlt man durch Einsetzen des x-Wertesin die 1.
Ableitung:
1
m=f'(0)=—=
0)=-3

Berechnung des y-Achsenabschnittes durch die Geradenglei chung:
y=mx+b

k=—Le0+b
2
b=k
1
t.(x)=—=x-k
(0=-7

Alle Wendetagenten tx verlaufen parallel zu einander, daalle die gleiche Steigung m = —%

haben.

Bestimmung der Gleichung von s;:

Esgilt: m em =-1.

Darausfolgt fur die Gleichung bzw. Steigung der Normalen:

me=2

Berechnung des y-Achsenabschnittes durch die Geradengleichung:
y=mx+b

s, (X)=2x-k

Skigze: X

Sl waL Ve
e e .l‘q.._r-,'l R AT

i
das Bufpbe g A \s Ske

ol



Zur Berechnung der Dreiecksflache sind nur die Nullstellen von t, und s¢ nétig:

t.(x)=0

O:—lx—k
2

x =-2K

s,(x)=0

0=2x-k
1

x==k
2

Durch Einsetzen in die Formel zur Berechnung der Dreiecksfléche ergibt durch
g =2k +%k _ 25k

h=k

Ao 2,5k ek _1 252
7.

a)

f (x) =e*"undg(x) =2e —e ™
Gemeinsamer BerUhrpunkt bel x=-1.

f(x)=e"% fi(x)=e"% f "(x) ="

g(x)=2e-e"g'(x)=e79"(x)=-€"

1. Vorraussetzung fir einen Berthrpunkt:
Die beiden Funktionen stimmen an der Stelle x=-1 in ihren Funktionswerten Uberein.

f(-)=e
g(-)=2e-e=e
Bedingung erfillt!

2. Vorraussetzung fir e nen Beridhrpunkt:
Die beiden Funktion haben an der Stelle x=-1 die gleiche Steigung.

f'(-D=e

g'(-D=e'=e

Bedingung erfillt!

3. Vorraussetzung fir einen Berthrpunkt:

Die Funktionen sind anders gekrimmt. Um dies zu Uberpriifen, sieht man die 2. Ableitung zu
Hilfe.




Wegen "’ (x)>0 und g’ (x)<O fir alle x sind die Funktionsgraphen unterschiedlich gekrimmt.

Insgesamt folgt, dass die Graphen von f und g sich im Punkt (-1/€) berthren.
b)

0 0
A:J f —g :J' (ex+2_2e+e—X)dX :[eX+2_2eX_e_X]O
-1
-1 -1
=(e2-D)-e-2e+e=e2-2-1=0,95

8.

f(@=hﬁ%yﬂnw4)=—mx

Aus der Zeichnung ergibt sich fir den Flacheninhalt A= xe(—Inx)=—-xeInx.

Dies betrachte ich als Funktion und bestimme somit mit Hilfe notwendiger und hinreichender
Bedingung die moglichen Extremstellen.

A(X) =—xelnx

A'(X)=—|nX—X01:—|nX—1
X

A%@:-%

Notwendige Bedingung fir das V orhandensein eines Extrempunktes: A'(x) =0

O=-Inx-1]+1
1=—Inx]|e(-1)
Inx=-1|e
x=e"'=0,37

maogliche Extremstelle!



Hinreichende Bedingung fur das V orhandensein eines Extrempunktes: A'(x) =0A A"(x) =0

A"(e™) = —% =—e < 0: Maximum
e

Berechnung des groftmaglichen Flacheninhalts:

x=e 5 AX) =A™ = In(e—ll) =lne=1

A=etel=e1=0,37

Florian Modler fur www.klassenarbeiten.de




