Mathe LK Klausur: Analytische Geometrie,
Lineare Algebra und Stochastik

1. Gegeben sind eine Ebene und eine Geradenschar g(k) durch:

7 2k +1
&:2X+y+2z=15,g9(k)=| -1|+r| -2
1 -2k

a) Die Ebeneist Tangentialebene an eine Kugel K um M(-2;-1;1).
Ermittle den Beruhrpunkt B und den Radius R der Kugel.

b) Die Gerade der Schar k=2 bestimmt mit dem Punkt M eine zweite Ebene.
Ermittle eine Normalengleichung dieser Ebene.

c) Untersuche die gegenseitige Lage der beiden Ebenen;
bestimme den Abstand oder die Schnittgerade und die Grof3e des Schnittwinkels.

d) Zeige, dassale Geraden g(k) der Schar in derselben dritten Ebene liegen.
Mit welcher Ebeneist diese dritte Ebene identisch?

€) Zeige, dass wenigstens eine Gerade g(k) der Schar Tangente an die Kugel K ist.
Ermittle die Gleichung(en) dieser Tangente(n).

f) Gegeben sind zwei weitere Kugeln durch
K,:M,(L32),r,=7undK,: M,(4-12),r,=/54.
Ermitteln Sie vom Schnittkreis der Kugeln K1 und K eine Gleichung der Ebene, in
der er liegt, die Koordinaten des Schnittkreismittel punkts und den Schnittkreisradius.

2. In der Ebene H: x3=3 liegen zwei parallele Schienen s; und s,. Die Schiene s; wird durch

7 1
die Gerade mit sl:;<: 1 |+r| 2| dargestellt. Auf den Schienen s; und s, ruht eine Kugel mit
3 0

dem Mittelpunkt M (18;28;5) und dem Radius r=3.

a) Berechne die Koordinaten des Punktes S, in dem die Kugel die Schiene s1 berdhrt.
b) Bestimme eine Gleichung der Schiene s2.

c) DieKugd wird nun angestof3en und rollt auf die Ebene E zu. Geben Sie eine
Gleichung der Geraden m an, auf der sich dabel der Mittel punkt der Kugel bewegt.

d) Begrinden Sie, weshalb der Punkt, in dem die Kugel die Ebene schliefdlich berihrt,
nicht mit dem Schnittpunkt von m und E zusammenfallt.



3. In einem Tonstudio wird eine CD mit 8 Liedern und 5 Instrumental stlicken
zusammengestelIt.

a)

b)

Auf wie viele Arten kénnen die 13 Musikstticke angeordnet werden, wenn nur
zwischen den Kategorien Lied und Instrumental stiick unterschieden wird?

Die CD wird in einem CD-Player mit der Random - Funktion abgespielt, so dass die
13 Musikstticke in zufélliger Reihenfolge ohne Wiederholung aufeinander folgen. Wie
grof3ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter den ersten vier gespielten Stiicken
hochstens zwei Instrumental stiicke sind?

(i) Lose die Aufgabe mit Hilfe eines Baumdiagramms
(i) Lose die Aufgabe mit Hilfe der Definition eines L aplace-Experiments.

20 Personen geben jeweils ihrem Favoriten unter den 8 Liedern eine Stimme. Wie
viele verschiedene Stimmverteilungen sind méglich, wenn es nur darauf ankommt,
wie viele Stimmen die einzelnen Lieder erhalten?

4. Von alen in einem Musikladen verkauften CDs einfallen 25% auf klassische Musik und
30% auf Volksmusik. Der Rest wird der Popmusik zugeordnet.

60% der Kaufer einer Klassik — CD und 25% der Kaufer einer Popmusik sind dlter als 30
Jahre. Insgesamt werden 48% der verkauften CDs von Kunden erworben, die dlter als 30
Jahre sind.

a)

b)

c)

Ein Kunde betritt den Musikladen und kauft eine Volksmusik — CD.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist er hdéchstens 30 Jahre alt?

Mit welcher Wahrscheinlichkeit kauf ein Kunde, der dlter als 30 Jahreist, eine
Klassik —oder Popmusik — CD?

Der Musikladen bezieht seine Ware zu gleichen Teilen von den Grofzhéndlern

A und B.

A liefert ausnahmslos Originalware. In jeder Lieferung des Grofthandlers B befinden
sich 15% willkurlich eingestreute Raubkopien, die nur dadurch erkannt werden
konnen, dass diesen CDs der Kopierschutz fehlt.

Wie viele zuféllig aus dem Musikladen ausgewahlte CDs muss man mindestens
Uberprifen, um mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 90% mindestens eine
Raubkopie zu entdecken?

5. A, B und C seien Ereignisse. Geben Sie eine mdglichst kurze Mengenschreibweise fur
folgende umgangssprachliche Aussagen an.

a)

Nur A tritt ein.

b) Mindestens einesder drel Ereignisse tritt ein.

0)

Hochstens eines der drel Ereignisse tritt ein.



LGsungen:

1.

a) Die Ebene soll Tangentialebene an die Kugel sein. Das heil3t der Abstand der Ebene
vom Kugelmittelpunkt ist gleichzeitig der Radius der Kugel.

Berechne also mit Hilfe des Projektionsverfahren (d =| (x, — x,) €, |)

Nebenrechnungen:
-2) (0 -2 2 2
X-x = -1|-|15|=|-16:n=|1 ;|ﬁ|=\@=3;§=% 1
1 0 1 2 2
Einsetzen liefert:
-2 2
d=|| -16 .E 1 |:|EO(—4—16+2) |:E018:6
1 3 5 3 3
Die Kugelgleichung lautet folglich:
-2
[x—| -1{]2=36.
1

Dadie Ebene Tangentiaebene an die Kugd ist, bestimme ich eine Gerade, die senkrecht

auf der Ebene steht und durch den Mittelpunkt der Kugel geht.

Dabel ist der Stitzvektor der Ortsvektor zum Mittelpunkt der Kugel und der Richtungsvektor
der Normalenvektor der Ebene. Berechne dann Schnittpunkt dieser Geraden mit der Ebene.

-2 2
g:x=|-1|+t| 1| Setzegin die Ebeneein:
1 2

2(-2+2t)+(-1+t)+2(1+ 2t) =15

—4+4t-1+1+2+4t=15

ot =18 < t = 2 Setze Parameter in Gerade ein, um Berthrpunkt zu berechnen:
-2 2 -2\ (4 -2

Xx=|-1]+2/1|=|-1]|+|2|=|1
1 2 1 4 5

Der BerUhrpunkt der Ebene mit der Kugel lautet folglich B(—2;1;5).



b) Die Geradengleichung lautet mitk =2:

7 5
g(2)=| -1 |+r| -2 |. Nun gilt folgendes fir die Ebene in Parameterform:
1 -4
7 5 -2 7
g X=| =1|+r| =2 |+t]| -1 |-| -1
-4 1 1
7 5 -9
£,:X=|-1|+r| -2 |+t| 0 | Normalenvektor bestimmt sich durch Kreuzprodukt
1 -4 0
der beiden Spannvektoren der Ebene:
5 -9 0-0 0 0
n=|-2|x| 0 |=|36-0|=|36|=18| 2 | Normalenform lautet allgemein: xen =x, e n.
-4) \0 0+18) |18 1
Damit ergibt sich:
0 0)(7

g,ixe|2|=| 2| -1|=-2+1=-1.
1) (1)1



C)e :2X+Yy+22=15¢,:2y+z2=-1
Dadie Normalenvektoren kein Vielfaches des anderen sind, sind die Ebenen nicht paralel
und damit auch nicht identisch. Also schneiden sie sich in einer Schnittgeraden.
Bestimme den Richtungsvektor dieser Schnittgeraden durch das Kreuzprodukt der beiden
Normalenvektoren:

2) (O 1-4 -3
a=|1|x|2|=|0-2|=|-2].

2) (1 4-0 4
Sltzvektor ergibt sich durch das Losen folgendes LGS, da der Stiitzvektor dieses erfiillen muss:
1.2x+y+2z=15
. 2y+z=-1
Waéhley =0, darausfolgt z=-1. Setzey =0 und z = -1in die erste Gleichung ein,
um die fehlende x — Koordinate zu berechnen:
2x-2=15<x=17,5

75\ (-3
Daraus ergibt sich die Schnittgerade: g, : x=| 0 |+t| -2]|.
1) |4
Schnittwinkel der beiden Ebenen berechnet sich durch cosa =|% I
n|eln,
Nebenrechnungen :
2) (0
nen=1|el2(=2+2=4
2] (1

In, Ev/9=3]|n, |=+/5 Einsetzen liefert:

CoSc =i—>a =45°,

NG



7 2k +1
d)gk)=| -1|+r| -2
1 -2k
1. Méglichkeit:
Mit Hilfe einer geschlossenen V ektorkette und durch Hinschauen kann die Parameterform
der gesuchten Ebene abgelesen werden:
7 1 2
g:x=|-1|+r| =2 |+k| 0 | Bestimme nun Normalenform (x e n = x, e n) durch Kreuzprodukt:
1 0 -2
1 2 4-0 4 2
n=|-2[x|0 |=|0+2|=|2|=2|1| Mit xen=x,en ergibt sich:
0 -2 0+4 4 2
2 72
x|1 |=| -1{| 1 |=14-1+2=15 Diese Ebene st also mit der ersten Ebene identisch.
2) (1 ){2
2. Moglichkeit:
Bildes Kreuzprodukt zweier verschiedener k, dabei muss geltenk, =Kk, :

2k, +1) (2k,+1) (4k,—4k

-2 x| —2 =| -2k, (2k, +1) — (2k, +D(-2k,) |=
-2k, -2k, -4k, -2+ 4k, + 2

4k, — 4k, 4k, — 4k, 2
-4k k, — 2k, + 4k k, + 2k, |=| =2k, + 2k, |=-2k, +2k,| 1 |.
-4k, + 4k, -4k, + 4k, 2

Die welitere Vorgehensweise ist analog wie oben.



e) Eine Moglichkeit wére die Geradenschar in die Kugelgleichung einzusetzen.

Nach r aufzulésen und nachzuweisen, wann die Diskriminante fur welckesk O wird.

Dadies aber sehr umstandlich ist, kann dies mit Hilfe der oben gerechneten Aufgaben
verkurzt werden.

Wir wissen aus ¢) , dass die erste Ebene mit der dritten Ebene identisch ist.

Dadie erste Ebene Tangentialebene an die Kugdl ist, liegt der Punkt B auf der

Geradenschar. Setze aso den Berthrpunkt (Ortsvektor) in die Geradenschar ein und bestimme
k:

2 7 2k +1
1|=|-1|+r|-2
5 1 -2k

AusZeilell. folgt direkt:1=-1-2r < 2=-2r<r=-1
Und mit r =-1aus Zeilelll:
5=1-(-2k) ©5=1+2k < 4=2k < k=2
Setze diese beiden Werte zur Probe in die Zeilel. ein, erhalte ich eine wahre Aussage,
stimmen meine berechneten Werte.
2=7—(202+1])
2=2W.A
7 5
Damitist g(2) =| —1 |+ r| —2 | wenigstens eine Tangente an die Kugel.
1 -4



f) K, :M,(L32),r, =7 undK, :M,(4-12),r, =54
Stelle zunédchst die Kugelgleichungen auf:
K :(X=12+(y—-3)?+(z-2)?>=49
K,:(x=4)2+(y+1)2?+(z-2?=54
Ausmultipliziert ergibt sich:
(D) K, :x2—2X+1+Yy2-6y+9+122-4z+4=49
(2) K, :x2—8x+16+ y?2+2y+1+122-4z+4=54
Entweder rechnet man nun (2) — (1) oder man wendet das Additionsverfahren an.
In beiden Fallen ergibt sich aufgel 6st:
—6x+8y=-2< -3x+4y=-1< 3x-4y=1
Der Schnittkreis liegt damit in der Ebene:
-3
£4x| 4 |=-1
0
Nun gibt es zwei M6glichkeiten, um den Schnittkrei smittel punkt zu berechnen.
1. Md&glichkeit:

Anwenden der Formel x,, =X, + dl'% Dabei muss man aber aufpassen, dass
s 1 n

der Einheitsnormalenvektor die richtige Orientierung hat.

Also beide Orientierungen ausprobieren und den erhaltenen Punkt dann in die Ebene einsetzen.
Dieser Punkt muss dann in der Ebene liegen!

Zuerst muss dazu aber der Abstand der Ebene vom einem der Kugel mittel punkte berechnet werden

und zwar mit Hilfe des Projektionsverfahren d =| (x, — x,) e €, |:

1 0 -3 1 -3
1 1, .1 1
d=|[|3|-|-0,25 ]'E 4 |[H|325| 4 o§|=|§o(—3+13)|=|§010|=2
2) \0 0 2 0
2. Moglichkeit:

Der Schnittkreis wird berechnet als Schnittpunkt einer Hilfsgeraden, die durch die
beiden Kugelmittel punkte gelegt wird und der Ebene, in der der Schnittkreis liegt.

1 3
O - X=| 3|41 —4
2 0

Setze die Gerade in die Ebene ein, um Mittelpunkt des Schnittkreises zu berechnen:
3(1+3r)-4(3-4r)=1

3+9r-12+16r=1< 25r=10c>r=§
1 3 2,2
oM =| 3 +§ —4|=|1,4
2 0 2
Der Schnittkreismittelpunkt lautet also M (2, 2;1,4; 2).



Radius berechnet sich durch p = \/r,2—d,2 (nach Pythagoras).
Einsetzen liefert:

p=+/49—4=/45=35.

Der Schnittkreisradius betragt damit p = 3.5LE.

a) Wir projizieren den Punkt M in die Ebene H. Damit lautet der Punkt M * (18; 28; 3).
Nun nehmen wir den Richtungsvektor der Schiene als Normalenvektor der Hilfsebene.
Als Stitzvektor verwenden wir den Ortsvektor zum Punkt M *.
Mit xen = x, e n folgt:
1 18\(1
xe| 2 |=| 28| 2|=18+56=74
0 3 )\0
Die Gerade zur Schiene lassen wir mit der Ebene schneiden. Setze also die Gerade der Schiene
7 1
s,:x=|1|+r| 2| indieEbeneein, um Schnittpunkt S berechnen zu kénnen:
3 0
(7+r)+2(1+2r)=74
7T+r+2+4r=74<5r=65<r=13
Setze r =13 in Geradengleichung ein, um Schnittpunkt zu berechnen:

7 1) (7+13) (20
Xx=|1|+13|2|=|1+26 |=| 27
3 0/ |3 3

Der Schnittpunkt lautet also S(20; 27;3).




Zweite Moglichkeit.
Setze die Geradengleichung der ersten Schiene in die Kugelgleichung ein, um Schnittpunkt S
zu berechnen:

18

K:[x—| 28 [12=9;K : (x—18)2+ (y — 28)2+ (z—-5)2=9
5

Einsetzen liefert:

(7+r-18)2+(1+2r-28)2+(3-5)?>=9
(r-112+(2r-27)?2+4=9

r2—26r+169=0

(r-132=0
r=13
Setzer =13 in die Geradengleichung ein:
7 1 7+13 20
0S=(1|+13]2|=|1+26 |=| 27
3 0 3+0 3

Der Schnittpunkt lautet damit S (20; 27; 3).

b) Die beiden Schienen sind parallel. Folglich besitzt auch die Geradengleichung zur zweiten
Schiene den selben Richtungsvektor wie die erste Schiene.

Es muss nur noch ein Stiitzvektor berechnet werden.

Wir wissen, dass M* die Strecke SS; halbiert.

Wir missen also nur den Punkt S(20;27;3) am Punkt M* zu spiegeln.

Zur Spiegelung von S an M* berechnet man folgendes:

18 20 -2
SM*=|28|-|27|=|1
3 3 0

Den gespiegelten Punkt S, erhét man durch:
0S, =0M * + SM *

18) (-2) (16

0S,=|28|+|1 |=|29
3 0 3

Eine Gleichung der zweiten Schiene lautet also:
16 1

s, X=|29 |+t 2|.
3 0



c) Die Gerade m geht durch den Mittelpunkt M (18; 28;5).

Verwende den Ortsvektor des Mittelpunktes als Stiitzvektor der gesuchten Gerade.
Weiterhin ist die gesuchte Gerade parallel zu den beiden Schienen. Besitzt aso denselben
Richtungsvektor.

Folglich lautet die Geradengleichung:

18 1
m:x=|28|+t| 2.
5 0

Der Schnittpunkt der Geraden m mit der Ebene wére nur der Bertihrpunkt der Kugel,
wenn die Ebene senkrecht auf der Ebene H stehen wiirde. Da das Skalarprodukt

aber nicht O ist, ist das nicht der Fall und folglich stimmen Schnittpunkt und Berthrpunkt
nicht Gberein.



3.

a) Es handelt sich um eine Abwandlung des Mississipi-Problems.
Die 13 Musiktitel konnen auf 13! Arten angeordnet werden.
Daman aber nur zwischen den Kategorien Lied und Instrumentalstiick unterscheidet, ist

esegal, ob das erste Lied an zweiter Stelle steht oder das dritte Lied.
|

Deshalb gibt es insgesamt verschiedene Anordnungen.

b)

il Das Ereignis ,, Hochstens zwel Instrumentalstiicke” ist mit Hilfe eines Baumdiagramms
aufwendiger abzuzahlen als das Gegenereignis,, Mindestens zwei |nstrumental stiicke.”
Aus diesem Grund rechne ich mit den Pfaden des Gegenereignisses.

-~
.

'}



Das Ereignis A lautet A: "Hochstens zwel Instrumental stiicke”.

Hierflr muss man die Pfade mit zwel, einem oder keinem Instrumental stiicken heraussuchen.

Dies sind sehr viele. Deshalb verwende ich das Gegenereignis: A :"Mindestens 3 Instrumentalstiicke."

Es gilt nach Kolmogorow: P(A) =1— P(A).

Einsetzen und mit Hilfe der Pfadregeln liefert:
8543584354835438

P(A)=1-(——e—e—e—+—e—0—0—+—0—0—0—+ —0—0—0—
13 12 11 10 13 12 11 10 13 12 11 10 13 12 11 10

e 23,2y 1 0118-08811..
13712 11" 10

lif]
"Hochstens zwel Instrumentalstiicke.”" bedeutet keins, eins oder zwel Instrumentalstiicke.
Es handelt sich hier um ein Laplace-Experiment, weil die einzelnen Elementarereignisse

(Musikstticke) die gleiche Wahrscheinlichkeit haben, abgespielt zu werden.
13
Im Nenner stehen die mdglichen Ergebnisse, diese sind (4 j , daes sich um eine k-Menge,

ohne Zurticklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge handelt.
Der Nenner setzt sich durch die oben angefihrte Begrtiindung wie folgt zusammen:

5)(8) (5)(8) (5)\(8
+ + . Mit Laplace ergibt sich die Wahrscheinlichkeit:
0)l4) (L)\3) \2)|2
5)(8) (5)8) (5)(8
0) 4 i 13 i 2)\ 2
P(A) = =88,11%
13
o
Mit einer Wahrscheinlichkeit von 88,11% sind unter den ersten 4 gespielten Titel
hochstens 2 Instrumental stiicke.

c)

Hier handelt es sich um Ziehen von k=20 Elementen aus 8 Elementen mit Zurticklegen, ohne
Anordnung (Kombination mit Zurticklegen). Die Anzahl der Moglichkeit betrégt dann

n+k —1 20+ 8- 1 27
= 888030
20 20 20

Mit Zurtcklegen, weil alle 20 Personen dem gleichen Lied eine Stimme geben kénnen.



4. Von alen in einem Musikladen verkauften CDs einfallen 25% auf klassische Musik und
30% auf Volksmusik. Der Rest, also 45%, wird der Popmusik zugeordnet.

60% der Kaufer einer Klassik — CD und 25% der Kaufer einer Popmusik sind dlter als 30
Jahre. Insgesamt werden 48% der verkauften CDs von Kunden erworben, die &ter als 30
Jahre sind.

Definiere folgende Ereignisse:

,Kaufer ist dter als 30 Jahre.”
»Klassik — CD wird gekauft.”
» Volksmusik — CD wird gekauft.”
»Pop —Musik — CD wird gekauft.”

vSAZ

a) Hochstens 30 Jahre alt bedeutet, dass er junger als 30 Jahre alt ist.

Folgendes Baumdiagramm verdeutlicht den Sachverhalt:

0,25 0,30 |0.45
K

loso  oa0] [« 1= [os © o
a a a a a a

a: alterals 30 a: nichta blau: bekannt rot: berechnet

Dainsgesamt 48% der verkauften CDs von Kunden erworben werden, die dlter als 30 Jahre
sind, gilt:

0,25¢0,6+0,3ex+0,45¢0,25=0,48
0,3x+0,2625=0,48

0,3x=0,2175

Xx=0,725

Der Kundeist damit mit einer Wahrscheinlichkeit von 1-0,725= 0,275 = 27,5%
hochstens 30 Jahre dlt.



b)

b} Hierbei handelt es sich um eine bedingte Wahrscheinlichleit.
Es gilt
PlAnNB)

PA(B) = ~5p

fiir die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis B eintritt unter der Bedingung, dass A gilt.

In diesem Fall hedeutet

A st dlter als 30 Jahre”
B : | Jauft eine Klassik- oder Popmusik-CD".

Nach der Aufgabenstellung gilt P{A4) = 48% = 0,48,
Fiir das Ereignis 4 M B (st dlter als 30 und kauft eine Klassik- oder Popmusile-CD™) gilt

P(AnB) = 0,25-0,60 + 0,45-0,25 = 0,2625
Damit erhilt man
_ PiAnBE)
PyB) = —m —
Al B) P4
_0,2625
0,48
— P4(B) = 0,546875

Ein Kunde, der dlter als 30 Jahre ist, kauft mit einer Wahrscheinlichkeit von ungefihr
54,7 % eine Klassik- oder Popmusik-CD.



¢) Mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,5 bekommt man eine CD von Firma A oder B, denn
beide Firmen liefern zu gleichen Teilen. Greift man eine CD von Firma A so ist mit einer
Wahrscheinlichkeit von 0% die CD eine Raubkopie, da Firma A keine Raubkopien liefert.

Bel FirmaB sieht das etwas anders aus: Mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,15 greift man eine
Raubkopie, mit 0,85 keine Raubkopie.

Nun lautet das Ereignis A: "Mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 90% eine Raubkopie
zu greifen”. Damit lasst sich schwer rechnen. Wir rechnen mit dem Gegenereignis:

"Keine Raubkopie zu greifen." Diese betragt %. 0, 85+% = %ol85 =0,925

Mit der Form der "Drei-Mindestens-Aufgaben™ ergibt sich:
P(A)>0,9
1-P(A)>0,9
1-0,925" > 0,9
0,925" < 0,1
nlg0,925<1g0,1
lg0,1

g Igg, 925
n> 29,53
Man muss also mindestens 30 CDs greifen, um mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 90%
eine Raubkopie zu erwischen.

Ich moéchte an dieser Stelle noch einmal die Aufgabe 4 mit Hilfe einer 6-Felder-Tafel 16sen:

Die Definition der Ereignisse ist identisch wie oben.
In schwarz trage ich die Werte ein, die mir aus der Aufgabe vorgegeben werden. Inrot, die
berechnet werden kénnen.

K V P Gesamt

0,25*0,6 0,2175 0,450,25 |0,48
>30 =0,15 =0,175

0,1 0,0825 0,03375 0,52
<30

0,25 0,3 0,45 1
Gesamt




a) Die L6sung der Aufgabe gelingt mit folgenden Baumdiagram

0,3

<30
1. Pfadregel liefert:

0,3k =0,0825 < k =0, 275
Antwortsatz siehe oben.

b)
il
0,48

>30
0,453="P, (V)

Vv
Nach Pfadregeln gilt:

0,45k =0,2175< k =0,453

Und damit:
P,(KUP)=1-P,(V)=1-0,453=0,547
Antwortsatz siehe oben.

lii| und c) sind identisch zu oben.
5.

a) Nur A tritt ein.

ANBANC

b) Mindestens eines der drei Ereignissetritt ein.
AuBUC

c) Hochstens eines der drel Ereignisse tritt ein.

(ANBNC)U(BNANC)U(CNBNAU(AUBUC)
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