Mathe LK Klasusur
Analytische Geometrie und Lineare Algebra |l

Gegeben sind die Punkte A(5;1;—2); B(2;0;—2) und C(0; 2; 2) sowie die Ebene
" E,:2x-y+t=3undder Punkt P(-3;3,-2).
a) Durch die Punkte A, B und C wird eindeutig eine Ebene E; festgelegt. Bestimme eine
Parametergleichung fur E; und Gberfihre diese dann unter Verwendung von Determinanten in
eine entsprechende Normalenform. [Kontrolle: E;:x-3y+2z=-2]

b) Bestimme durch geeignete Berechnungen eine Parametergleichung der Schnittgeraden von
=] und Eo.

¢) Berechne die Grof3e des Schnittwinkels zwischen diesen beiden Ebenen.
d) Gebe die Gleichung der Schnittgeraden in Plickerform an.

€) Berechne die Abstande des Punktes P von E; und von der Schnittgeraden.

0 0 1
Gegeben sind dieEbeneE: x=| 0 |+r|1 |+s| 1 |(r,s € R) und die Ebenenschar
0 1 0

1+a
F,:|1-a [ex=2(acR).
—2a

a) Zeige, dass jede Ebene F, der Ebenschar auf der Ebene E senkrecht steht.

b) Welche Bedingung muss erfillt sein, damit zwei Ebenen der Schar senkrecht aufeinander
stehen?

¢) Fur welchen Parameter awird der Abstand des Ursprungs von einer Ebene der Schar
extremal ? Berechne den extremalen Abstand auch.

d) Zeige, dass esin der Schar keine parallelen Ebenen gibt und bestimme dann die Gleichung
der Schnittgeraden aller Scharebenen.



3. Als Besucherplattform fur die Beobachtung von V6geln am Steinhuder Meer wird ein
Holzturm auf einer ebenen Flache errichtet. Er besteht aus einem Quader mit aufgesetzter
gerader Pyramide.

Die Koordinaten folgender Punkte seien gegeben.

A(9;0;0), B(9;12;0), C(0;12;0) und E(9;0;20)

Eine Einheit im Koordinatensystem betrage einen Meter in der Realitét.
Die Hohe der Pyramide betrage funf Meter.

a) Gebe die Koordinaten der Punkte F, G und H an und berechne die Koordinaten des Punktes
S.

b) Berechne die Grof3e des Winkels, den die Dachkante SG mit der Grundflache der Pyramide
einschlief.

c¢) Die Gerade g durch die Dachkante SF und die Gerade h durch die Diagonale

EG verlaufen windschief zu einander. Berechne den Abstand der beiden Geraden.

d) Auf der Spitze der Pyramide steht eine 3m hohe Antenne. Die Richtung des
1

Sonnenlichts werde durch den Vektor a=| 3 | beschrieben. Untersuche, ob der Schatten
-3

der Antenne vollstandig in der Dachflache SFG liegt.

e) In der Seitenflache BCGF liegt ein ebener Reflektor. AuRRerhalb des Gebaudes
befindet sich einen halben Meter Uber dem Boden ein Scheinwerfer L(12;16;0,5).
Er ist so abgeschirmt, dass der von ihm ausgehende Lichtstrahl den Reflektor

nur im Punkt R(8;12;1) trifft.

Der reflektierte Lichtstrahl verlauft unter anderem durch den Punkt P.

i) Berechne die Koordinaten von P fiir den Fall, dass |LR || RP |.

i) Auf einem Gartenweg, der 8m vom Gebaude entfernt und parallel

zur Gebaudekante BC verlauft, geht ein Mensch, dessen Absténde 1,50m betrégt.
Untersuche, ob dieser Mensch vom reflektierten Licht geblendet werden kann.

4. Beweise vektoriell den Kosinussatz der Trigonometrie: c2 = A2+ b2— 2ab e cosy.



LGsungen:
1.

a)A(5,1-2); B(2,0,-2);C(0;2;2)

5 2 5 0) (5
ex=|1 |+t[[0 |-|1 [+r]2|-[1 |
-2 -2) -2 2) (-2
5 -3 -5
eix=l1 [+t|-1|+r|1 Uberfiihrung der Parameterform in Normalenform
-2 0 4

mit Hilfe von Determinanten. Es gilt: (x;a;b) = (x,;a;b).
Die Anwendung der Regel nach Sarrus liefert:
—4x—-32-52+12y =-20+6+10+12

—4x—-8z+12y =8

X—-3y+2z=-2

b)e, i x-3y+272=-2,¢,:2x-y+2=3
Der Richtungsvektor der Schnittgeraden erhate ich, indem ich das Kreuzprodukt
der beiden Normalenvektoren der beiden Ebenen bilde. Es gilt also: a=n, xn,.
1 2 -3+2 -1
a=|-3|x|-1|=|4-1 |=|3 |.Fir den Stiitzvektor wird der Ortsvektor eines Punktes
2 1 -1+6 5
gesucht, der gleichzeitig in beiden Ebenen liegt, der also folgendes LGS erflllt:
I x-3y+2z=-2
I.2x-y+z2=3
Losen desLGSligfert—3x—y =-8
Dadas LGS nicht eindeutig |0sbar ist, dawir drei Variablen, aber nur zwei Gleichungen haben,
wahleich mir eine Variable frei: x = 2. Dann folgt direkt:
—-6-y=-8< y=2Setzenunx =y =2 in Gleichung | ein und erhalten damit
2-6+21=-2<11=1
Eine Gleichung einer Schnittgeraden lautet also:
2 -1
g, :x=|2|+t[3
1 5



¢) Der Schnittwinkel zwischen zwel Ebenen berechnet sich durch:

n,en : .
cosa =| —=+—2-|. Einsetzen liefert:

InIn,
1 2
—3|e| -1
1 7
COSo = = —>a=40,2°
“Aaeds F e

d)Allgemeine Plickerform lautet:
(X—X,)xa=0bzw.xxa=x,xa.
Einsetzen liefert:

X -1 2) (-1

yix|3 |=]2|x|3

z 5 1 5

5x -3z 7
—-z-5x |=| -11]|.
3X+y 8
e)P(-33-2)

Der Abstand eines Punktes zu einer Ebene wird mit Hilfe des Projektionsverfahren
berechnet. Es gilt:d =| (x, — X,) #€, |. Einsetzen liefert:

-3 2 1 1 -5\(1 1 14
d: 3 -1 0 L] -3|l=| 3 -3 .—:_—:\/ﬁ
|[_2 _z]mz ||0 i \/ﬂll\/ﬂl

Der Abstand des Punktes zur Ebene betragt d = +/14LE.

Der Abstand eines Punktes von einer Geraden im R, wird mit Hilfe der Pltckerform
der Geradengleichung bestimmt.

d =|(x, — x,) xe, |. Einsetzen liefert:

3) (2) () (-5 ()
d=l[|3 |- 2Ix 3 |H|1 |x|3 |e—==|=5,797
—2) 1 V35 5 -3) (5 V35

Der Abstand des Punktes zur Gerade betrégt daher ungefahr 5,8LE.



0 0 1 1+a
a)e:x=|0|+r|1|+s|1[;F,:[1-a|ex=2
0 1 0 -2a

Zwei Ebenen sind senkrecht zu einander, wenn fr ihre Normalenvektoren gilt:
n_e E = 0. Damit dies tberpruft werden kann, muss die Gleichung der Ebene E
in Normalenform tberfihrt werden:

0) (1 0-1 -1 1

1|x[1|=|1-0|=|1 |=-|-1]|.

1) \0 0-1) (-1 1

Die Ebene E hat also die Normalengleichung mit xen = x, e n:

-1
xe|1 |=0.Priifung, obE LF,:
-1
1+a -1
l-a|=|1 |=-1-a+1-a+2a=0w.A
-2a -1

Also ist jede Ebene der Schar F, senkrecht zu E.

b) Zwei Ebenen der Schar sind senkrecht zu einander, wenn n_ en =0.
1+a) (1+b
1-a [o] 1-b | = (1+ a)(1+b) + (1—a)(1-b) + (~2a)(—2b) = 0
-2a -2b

l+b+a+ab+1-b—-a+ab+4ab=0

6ab = -2

ab = —% Zwei Ebenen der Schar sind also senkrecht, wenn gilt: ab = —%.



¢) Den Abstand einer Ebene vom Ursprung kann man an der Hesseform einer Ebene
gleichzeitig ablesen:
1+a
NFvonF,:F,:|1-a |ex=2
—2a
(l+a)x+(1-a)y-2az

HNF vonF, : F,:
J@+a)2+ (1-a)2+4az

2
J(@+a)2+ (1-a)2+4a2

d= L Der Abstand wird fur a = 0 maximal, dafir a = 0 der Nennerterm

J6az+2
J6a2+ 2 minimal und damit der Abstand maximal wird. Der maximale Abstand ist
dannd =+/2.
Der minimale Abstand kann nicht exakt, sondern nur as Grenzwert angegeben werden:

d,yy = lim——=— = OLE.
2= J6azt 2



d) Zwe Ebenen der Schar sind parallel genau dann, wenn n_a' xn, = 0.
Es muss also gelten: a = b.
1+a) (1+b (A—a)(-b)—(2a)(1-b) -2b+2a
Priiffung: | 1-a |x| 1-b |=| (-2a)(1+b) - (1+a)(-2b) |=| —2a+2b |=0.
-2a) |-2b (A+a)d-b)-(1-a)[1+b) -2b+2a
Das zugehorige LGS hat nur dann eine Lésung, wenn a = b. Da nach V orraussetzung
aber a # b gilt, gibt eskeine parallelen Ebenen der Schar.
Berechnung der Schnittgeraden: Ein Richtungsvektor der Schnittgeraden wurde bereitsin
-1
2a) ermittelt, daa=|1 |LF,.
-1

Ein Punkt, der in allen Ebenen der Schar liegt, ist P(1;1;0)
NachweisP e F, :

l+a) (-1

l-a|ell |=1+a+1-a+0=2w.A

-2a -1
Die Schnittgerade aller Ebenen lautet also:

1 -1
g, :x=|1|+r|1
0 -1



3.

a)F(9;12; 20); G(0;12; 20); H (C; 0; 20)

0
05 —0H +~HF +| 0
2 5
0 9) (0) (0 4,5\ (0) (4,5
0S=|0 |+3/12]+|0|=l0 |+|6 |+|0|=|6
20] 2lo) (5) l20) |o 5) (25

S(4,5;6;25)
Die Koordinaten des Punktes S lauten also: S(4,5; 6; 25).

b) Die Geradengleichung durch die Punkte S und G lautet:

4,5 -4,5
g.:Xx=|6 |+r|6
25 -5
Ebenengleichung durch die Punkte A, E und G lautet:
0 9 0 0
E:x=|0 |+r|0|+s|12| Manerkennt, dass n=| 0 | und esfolgt:
20 0 0 1
0
E:xe[0[=20
1
Der Winkel zwischen einer Geraden und einer Ebene berechnet sich mit:
na= 220
lalin]
Einsetzen liefert:
-4,5\ (0
6 e/ 0
gna:|_5 YV, _5 — o =33,69°
J8L25 ' 81,25

Der Winkel zwischen Dachkante und Pyramidengrundfléche betrégt ungefahr 33,69°.



c)
4,5 4,5 9 -9
g:x=|6 |+r[6 [;hix=|0 |+s|12

25 -5 20 0
Der Abstand wird berechnet mit Hilfe der Formel d =| (x, — x;) ® |§ E | |
Nebenrechnungen:
45) (9 -4,5
Xx-X=/6 |-|0 |=|6
25 20) (5
45) (-9) (0+60 60 20

axb=|6 |x|12 |=|45-0 |=|45 |=3|15
5] 10 54+54) (108 36

|axb [z +/3600+ 2025+ 1082 = /17289

Einsetzen liefert;
~4,5\(60

d=|| 6 . = 0 _ 4 1068LE
c 108 V17289 /17289

Der Abstand der beiden windschiefen Geraden betrégt ungefahr 4,11LE.



d) Die Antennenspitze kann mit T bezeichnet werden. T hat die Koordinaten
(4,5;6;28), dasich T genau 3 Einheiten in z-Richtung Uber S befindet.
Die Gerade, die den Schattenverlauf der Antennenspitze beschreibt, hat die Gleichung

4,5 1
g,:x=|6 |+r|3
28 -3
Aufstellen der Ebenengleichung durch die Punkte S, F,G:
4,5 4,5 -4,5
£:x=6 |+s|6 |+t|6
25 -5 -5
Uberfiihren der Ebenengleichung in Normalenform:
4,5\ (-4,5 0 0
6 |x|6 =145|=9|5

-5 -5 54 6
Die Normalenform der Ebene lautet nach xen =x, en:
0
g:xe|5|=180
6
Schnittberechnung der Geraden und der Ebene liefert durch Einsetzen von g in die Ebene:
5(6+3r)+6(28—-3r) =180
30+15r +168—-18r =180
r=6
4,5 1 10,5
Der Schnittpunkt lautet damit: 0S, =| 6 |+6/3 |=|24
28 -3, (10

Man sieht zum Beispiel an der z-K oordinate des Schnittpunktes des Geraden mit der Ebene,
dass der Schnittpunkt der Antenne nicht vollstandig in der Dachflache SFG liegen kann,
dadie z-Koordinaten aller Punkt dieser Flache zwischen 20 und 25 liegen. Dadi
z-Koordinate des Schnittpunktes aber 10 ist, trifft der Schatten der Antennenspitze die Ebene
aul3erhalb der Dachfléche SFG.



I.t‘"""l)'"' A

Abb. 1 Skizze zur Ldsungsfindung

8 0
Die Lotgerade wird beschrieben durch g : x=| 12 |+r|1 |.
1 0
Die Berechnung der Koordinaten x. erfolgt mit Hilfe der Hilfsebene, wobel ¢, L 9,
und L € &,y
0
Ens -1 1 ox=16
0

Die Koordinaten von x. ergeben sich nun als Schnittpunkt von &, A 9, :
le(12+r)=16<r=4
Setze nun r =4 in die Gerade ein, um Lotful3punkt zu berechnen:

8 0) (8
0X, =|12 |+4|1 |=| 16 |. Weiterhin folgt:
1 o) (1
12 ~4) (4
OP=0C+2LX, =|16 [+2/0 |=|16
0,5 05) (15

Der Punkt P hat also die Koordinaten P(4;16;1,5).



Die Gerade, die die Augenhdhe des Menschen beschreibt, hat die Gleichung

0 1
g,:X=| 20 [+r| 0|. Die Gerade, die den reflektierenden Lichtstrahl beschreibt, hat
15 0
8 -4
dieGleichung g, : x=|12 |+s| 4
1 0,5

Der Mensch wird geblendet, wenn sich die beiden Geraden schneiden. Prifung auf
Schnittpunkt durch Gle chsetzen:

0 1 0 —4
20 |+r|0|=|12 |+s| 4
15 0) (1 0,5
1 4 0
rroj+s|-4 |=|-8
0 -0,5) (-0,5

Die zweite Zeile liefert s = 2, die dritte Zeile liefert aber s = 1.
Der Parameter s ist also nicht eindeutig bestimmit, also schneiden sich die beiden
Geraden nicht, also wird der Mensch nicht geblendet.

4.

Behauptung: c2=a2+hb2— 2ab e cosy.

Bewes:
Das Skalarprodukt ist definiert als: asb =|a||b|cosy < cosy :%(1).
a
Nun driicke ich die Seiten |a—b |=|c| mit Hilfe von der K oordinatendarstellung aus:
o ai_bl
a-b=|a,—b, |; Damit gilt:
as_bs

la-b|2= (a,—b)?+(a, —b,)*+ (a; —by)? = (8,2 2a)b, +b,?) + (a,2— 2a,b, +b,?) + (2,2 - 22, +b,?)
= (a12 + a-22"' 8.32) + (b12+ b22+ b32) - 2(a1b1 + azbz + asbs)
=la|+|b|2-2(aeb)
Aus (2) folgt:
—|a|>+|b|2-2(aeb)|a||b|cosy
und mit [alzan |beb:
c2=a2+hb2-2abecosy g.ed.
www.klassenarbeiten.de




