Geraden und Ebenen (1)

[Darstellung von Geraden und Ebenen

) Geraden
Gleichung in der Ebene im Raum Ebenen

P v E
/%X
%
o

—

E: X =p+S-U+t-v

vektorielle Parametergleichung

"}

P X E

Eine Geradeim /'L7

Normalengleichung ; Eﬁ?éﬁm %
(Koordinatengleichung) aine Normalen- | © L
) - gleichung dar- E: (x -p )on =0
g: (X -p )on =0 | gestellt werden.

i i E:ax;+bx;+cxs+d=0

in Koordinaten g:ax, +bx,+c=0 1+ DbXo : 3

*(] |
b

c

Umwandlung der Gleichungsformen

Vektorgleichung = Normalengleichung :

1 2 1
Gegeben: vektorielle Parametergleichung: E: X =| 2 +s-| 1 [+t-]-1
1 -1 2

Gesucht: Normalengleichung
Bestimme den Normalenvektor n so, dass er senkrecht zu den beiden Richtungsvektoren der Ebeneist:

2 1
nel 1 (=0 2n+n-n=0 2n + N, —n3 =0 n=-5 [E: X, — 5%, — 3xs+12=0
-1 -3
1
Nel-1/=0 nm—m+2n, =0 3n,—5n; =0
2

2. Weg: Eliminiere sund t aus der Vektorgleichung

Normalengleichung — Vektorgleichung :
Gegeben: Normalengleichung: E:X;+2X,—X3+5=0 Gesucht: Vektorgleichung
1) Bestimme einen Punkt P der Ebene: z.B. P(0|0]5)

1 1 2
2.) Bestimme zwei |.u. Richtungsvektoren, die senkrecht zu Hz 2 |sind:zB.:, J: 0], \7: -1
-1 1 0

0 1 2
also: E: x=|0|+s-|0]+t-| -1
5 1 0




Geraden und Ebenen

(2)

Schnittprobleme:

1. Gerade — Gerade:

2 1 1 1 2+s=1+t t=2
g :x=|1]|+s|-1| ,g,:x={-2|+t-|1|, 1-s=-2+1 , s=1 S(3|0]3)
1 2 1 1 1+2s=1+t Probe in (3):1+2=2+1

2. Gerade — Ebene:

a) beide Gleichungen in Vektorform:

ET)

(0 1 2 -1 -1
g:x=|1|+s| 1|+ E:x=[1|+k|O[+]]1
2 -1 3 1 2
s=2-k-I s=2—-k- | |=-3
1+s=1 +I s= I s=-3
2 -s=3+k+2l -3 = I k=8

[sc3i-25)

b) Ebenen-Gleichung in Normalenform:

0 1
gix=|1|+s| 1|  E:2X1tX2—Xx3+9=0
2 -1

Setze in der Ebenengleichung die Koordinaten aus der

Geradengleichung ein:
2s+ (1+s) — (2.9 +9=0 = s=-2 ,
aso: |S(-2]-1]4)

3. Ebene — Ebene :

a) beide Gleichungen in Vektorform :

1 2 0 0 1 3
E,:x=|0|+r] 3 |+s:| 1 v E,ix =|0|+k-| 4 |+1-| 4
2 -1 -2 2 -3 -1
1+2r = k+ 3l
3r+s = 4k + 4

2-r1r -25=2 -3k - 1|

Eliminiere 2 Variable, zB.rund s; esbleibt: | =5k +5
Setze das Ergebnisin der Gleichung von E, ein und fasse zusammen.
Man erhdlt die Gleichung von g.

b) eine Vektorgleichung — eine Normalengleichung:

1 2 0
E:x=|0|+r|3|+s| 1| » E2i2Xi+Xa+x3-3=0 1 2
2 -1 -2 g:x =|1|+r] 9
Setze die 3 Koordinaten aus der Vektorgleichung in der Normalenglei- 0 -13
chung ein:
Ergebnis: (2+4r) + (3r+s) +(2-1-29) -3=0 = s=6r+1
¢) beide Gleichungen in Normalenform:
1 2
Ei:2X1+Xo+ X3 =5 2X1-X2 + X3 =5 Xx1=1 +2s v _3lisl5
Eo: X1+Xo—2%3 =1 -Xo +5x3=3 X =-3+ 55 g-x=
X3 = S 0 1




Geraden und Ebenen (3)|

[Das Teilverhaltnis:

Definition:

for diegilt: AT = t-TB , TV(A,T,B) =t
Bemerkung: Zusammenhang zwischen dem Teilverhdtnist (E =t ~ﬁ§) und
demParameterr(ﬁ = r-ﬁ):

t r
r=1q bZW.t=§
Beispiele
1.)ﬁ=§T—B(dh TV(A,T,B)= 34):>AT—§-—B
— 3-— — 2 -— — 3 _
2) AT = - AB=TB= = AB = AT = _.TB (dh. TV(ATB) =32)

Das Teilverhdltnis eines Punkte T bzgl. zweier Punkte A und B ist dieZahl t e [,

[Abstandsprobleme:

1. Abstand zweier Punkte: P(pu|pzlps) , Q(au|oglgs)

d(P,Q) = \/(Q1_ p1)2+(Q2_ p2)2+(q3_ pa)2

2. Abstand eines Punktes von einer Ebene:
E: (x p)on =0 (HNF von E) und Punkt R( )

Setze den Ortsvektor r des Punktes R in der HNF fir x en:
d(R,E)z‘(ﬁ E)-n

i
| &
iff ~

o S

3. Abstand eines Punktes von einer Geraden:

1. Weq:

Bestimme die Gleichung der Ebene E, die senkrecht zu g ist und die den
Punkt P enthélt.

Berechne den Schnittpunkt H von g und E.

Berechne den Abstand der Punkte P und H.

1 1 E:x +2X,+X%X,+3=0
g:x=[1|+s]2|  P@F3IY) : Eng: l+s+2+4s+s+3=0
0 1 s=-1,also: H(O|-1|-)
2. Weqg:
-1+s
Wéhle H beliebig auf g : H(1+5|1+2sls), PH =| 44+ 25
-1+s

PHem =0 = (-1+9) + 2(4+25) + (-1+8) = 0 = s = -1 = [H(0]-1|-1)

d(P,g):‘ﬁ‘:gﬁ,




Geraden und Ebenen (4)|

[Schnittwinkel:

1.) Winkel zwischen 2 Geraden: ¢
— 7,
m, em, _ . . . '
cos(@) = |—=r——=| , M,,m, sind die Richtungsvektoren der Geraden
my|-m, m, 9

2.) Winkel zwischen 2 Ebenen:

n,en - .
cos(a) = | —=—=%| , n,,n, sind die Normalenvektoren der Ebenen

n,-n,

E;

3.) Winkel zwischen Gerade und Ebene:
- m Richtungsvektor von g
. men -
sin(a) = ‘_,—._, , N Normalenvektor von E
|

[Spiegelung eines Punktes

1.) an einer Ebene:

Berechne den Schnittpunkt H der Lotgeraden | zu E durch P:
Danngilt: |p'=p+2-PH |

E:2x;+X,—X3—4=0, Punkt P(5|3|-3)

. 5 2 INE:
Lotgeradel: — | | |7 ] (10+ 45) +(3+5)+(3+5)—4=0
-3 -1 s=-2
Lotfutpunkt _[ ] { N] ,
-3 -1 1

2.) an einer Geraden:

Berechne den Lotful3punkt H des Lotes von P auf die Gerade g (siehe Ab-
standsprobleme Nr.3 Abstand Punkt — Gerade)

Esgilt dann : E=H+2-m

1 1 E:x—X+%X—-3=0
g;;:[z}s{_lJ PUKtPSIBIL) . Eng: (14s)-(2-5)+(1+5)-3=0

1 1 s=1
5 -3

Lotfurpunkt: [H(2[1[2)] , p=p+2-PH =|3[+2.|-2] -

1 1




Ableitung und Integration

[Ableitungsregeln:

1.) Produktregel: f(x) = u(x)v(x)

F () = U ()v(x) + uX)v ()

Beispiele:
1.)f(x) = x2€*
f'(x) = 2x-€ + x2€
2.)f(x) = sin(x)-cos(x)
' (X) = cos(x)-cos(x) + sin(x)-(-sin(x)

2.) OQuotientenregel: f(x):\lj&)
F1(x) = u'(x) - v(x)—-u(x) - v'(x)
v(x)?
Beispiel:  f(x) = Xz_l
X“+1
F1(x) = 2x-(x +1)—(x2—1)-2x _ &
(x2 +1)2 (x2 +1)2

3. Kettenregel: f(x) =(goVv)(x) =g(v(x))

F'(x) = g'(v(x))-v'(x)

Spezialfall: f(x) = g(ax+c)
V(x) = ax+c (innere Funktion ist linear)

f'(x)=a-g'(ax+c)

Beispiele: Beispiele:
2 1\ _ 3
1) f(x) = (2x*1) 1) f(x) = X117
e = 3. 2_1)2. = . 2_1)2 ! =- 12
f(x) = 3(2x*-1)22x = 6x:(2x*-1) ' (x) 2+ 1
2) f(x) = e™ 2.) f(x) = e®>*
f(x)=-2x-e f'(x) = - 0,5€%%"
3) f(x) = In(x2+1) 3.) f(x) = In(3x-1)
| 2 vy L L3
Feo= 2= 0 P09 =313 31

!I ntegration durch lineare Substitution:

Umkehrung des Spezialfalles der Kettenregel:

Stammfunktion:

Beispiele: 1) f(x) = (2x+1)2

1
2.) 19 =0,5x+1)2 *

3) f(x) = %_1

4) f(x) = e3>

F(x) =- 2

F(x) =-

f(x) = g(ax+c) (d.h. dieinnere Funktion ist eine lineare Funktion)

F(x) = %1 -G(ax+c) (wobei G eine Stammfunktion der &uleren Funktion g ist

F(x) = % % (2x+1)* = % (2x+1)*

1
0,5x+1

F(x) = % -In(|3x-1])

-3x-4
-e

Wl

[Integralfunktionen:

die Funktion F, mit
F.(X) :j f (t)dt

furdiegilt: Fy(@ =0
dso: F,'(x) = f(x)

Definition: Istf:x — f(x) ,x e[c;d] eine stetige Funktion und aeine Zahl aus dem Intervall [c;d], so heifdt
Integralfunktion von f zur Stelle a .

Bemerkung: Jede Integralfunktion ist eine Stammfunktion zur Randfunktion f und zwar die,




Stetigkeit - Differenzierbarkeit

1.) Stetigkeit:

Definition: Eine Funktionf : x — f(X) , X € [J; heil3 an einer Stelle X, ihrer Definitionsmenge stetiq ,
wenngilt: lim f(x) = f(x,) (Grenzwert = Funktionswert)

Bemerkung: Bei abschnittswelse definierten Funktionen zeigt man die Stetigkeit an einer Nahtstelle X
dadurch, dass man beweist : der linksseitige Grenzwert ist gleich dem rechtsseitigen
Grenzwert und dieser ist gleich dem Funktionswert.

Beispiele:
fist stetig an der Stellex, | fist stetig an der Stellex, | f istnicht stetig ander StelleXo | f ist nicht stetig an der Stelle xo
y y y y
f(Xo)
=f
y=f(x) B\
Xp X X0 X XO X XO X
Beispiel: - .
CxPid=f(x) :x>1 rechtsseitiger Grenzwert : lein1 f,(x)=3
FO)=9 3 _ f,(x) :0<x<l linksseitiger Grenzwert:  lim f,(x) = 3
X ! x—1
Funktionswert: f(1)=3

f ist stetig an der Nahtstelle xo = 1 \
aso: limf(x)=f(1)=3

x—1

2.) Differenzierbarkeit:

Definition: Eine Funktionf:x — f(x) , x € [1; heil%t an einer Stelle X ihrer Definitionsmenge
differenzierbar, wenn gilt:

lim f(X)— f(XO)

F %+ 1) = (%)

existiert,bzw. lim existiert
X—>Xo X—=Xq h—0
dann gilt: | £(x;) = lim = 0) o Ty = tim L et M= ()
X—>Xg X=Xq h—o h
Bemerkung: f"(xo) ist der Grenzwert des Differenzenquotienten;
das bedeutet geometrisch: f"(xg) ist der Grenzwert der Sekantensteigungen.
Satz: Wenn f differenzierbar ist, dann ist f stetig.
aber umgekehrt: Eine stetige Funktion muss nicht differenzierbar sein.
Beispiele:
f ist an der Stelle xp nicht differenzierbar
f ist an der Stelle xo differenzierbar °
y y
f(XO) y:f(X) f(XO) y:f(X)
_Y2iA=f (x) :x>1 rechtsseitige Ableitung:  f;'(1) = -2
= f, CX>
Beispiel: - T =13 _ ¢ x) :o0<x<1 linksseitige Ableitung:  f,/(1) = -3

X

f ist an der Nahtstelle xo = 1 nicht differenzierbar aso: f(1) existiert nicht.




Asymptoten

1.) senkrechte Asymptoten an den Definitionsliicken:

: u(x) Y
Gegeben: f:x— f(x) mitf(x) = v(x) O ={x | v(x) # 0}
L Uicke x=a: Untersuche das Verhaten von f(x) fir X —— a und fir X ——— a.
f hat einen Pol an der Stelle x = aund das Schaubild von f hat eine senkrechte
Asymptote x = a,wenn gilt :

| f ()| —570 /

X=a

An einer Definitionsllicke x=a, d.h. einer Nullstelle des Nenners, sind 2 Félle méglich:
Fall 1: v(a) =0, aber u(a) # 0 = f hat an der Stelle x = aeinen Pol, das Schaubild eine senkrechte Asymptote

f hat eine hebbare Licke, wenn lim f (x) existiert
Fall2: v(@ =0und u(@ =0 = ] x—a
f hat einen Pol, wenn | f (X)|—=—>

(Bemerkung: bei gebrochen-rationalen Funktionen kann man bei Fall 2) mit dem Linearfaktor (x-a) kiirzen)

-4
1 ; Luckex=1: u(l)=-320 (Fal 1)
X_
f(X) ———> -o, f(X) ——> +x ; [Asymptote : x =1|

Beispiel 1: f(x) =

2 y
Beispiel 2: f(x) = -1 ; Luckex=1: u(1) =0 (Fal 2.
x-1 y=x+1
_1). 2
kiirzen : f(x)=L(f+l)=X+1;a|SOZ limf(x) =2 ﬁ
aso: [f hat eine hebbare Liicke x=1| 1 X
Beispiel 3: f (X) =%  Lickex=1: u(1)=0 (Fal 2) ” /
X_
kurzen: f(x) = X_lz _ ; <
(x-1f x-1 /
f(X) ———=>+0 ; f(X) ———=>—o [Asymptote : x =1 -

2.) waagerechte/schiefe Asymptoten flr x — too:

Definition: Eine Funktion g heift Asymptotenfunktion zur Funktion f fir x — oo , wenn gilt :
lim (f()-g(x))=0

X —> too
Das Schaubild der Asymptotenfunktion g mit der Gleichung y = g(x) heil3t Asymptote.
. : . : ax"+.+ .
Bemerkung: Bei gebrochen-rationalen Funktionen f mit f (x) = H gilt:
X" .+,

Zahlergrad < Nennergrad : Asymptote y =0 (x-Achse)
a
Zahlergrad = Nennergrad : Asymptote y = b—” (Parallele zur x-Achse)

n
Zahlergrad > Nennergrad : fhre die Polynomdivision solange durch, bis der Rest r(x) eine
Funktion mit Zahlergrad < Nennergrad ist.

Man erhdlt : f(x) = g(x) + r(x) ; Asymptote : y =g(x)
f(X)—X2+1—(X+2)+i g V
Beispiel: Cx—2 X—2 |Asymptote D y=x+ 2| y=x+2
= g(x) + r(x)
x=2




Extrempunkte - Wendepunkte

1. Extrempunkte (Hoch- und Tiefpunkte):

Die notwendige Bedingung fur Extrempunkte:

[Wenn f an der Stelle x, ein lokales Extremum hat, dann muss f'(x) = 0 sein|

Bemerkung: Die Bedingung ist nicht hinreichend:
Wenn f"(Xo) = 0ist, dann muss f nicht unbedingt an der Stelle xo ein Extremum haben, f kann z.B.
auch eine Wendestelle mit waagerechter Tangente haben:
z.B.f(x) =x*: f(0) =0, aber: f hat eine Wendestelle xo = 0.

Die 1. hinreichende Bedingung fur eine Extremstelle:

Wenn f'(xo) = 0 ist und wenn " (xg) # 0 ist, dann hat f an der Stelle x, ein lokales Extremum
Ist f7(Xo) > 0, so hat f ein lokales Minimum, das Schaubild also einen Tiefpunkt.
Ist f"(xo) <0, so hat f ein lokales Maximum, das Schaubild also einen Hochpunkt.

Die 2. hinreichende Bedingung fir eine Extremstelle:

Wenn f'(xp) = 0 ist und wenn f* an der Stelle X, sein Vorzeichen wechselt, dann hat f an der Stelle xo ein loka-
les Extremum.

Vorzeichenwechsel von - nach + : f hat |okales Minimum, das Schaubild einen Tiefpunkt.

Vorzeichenwechsel von + nach - : f hat lokales Maximum, das Schaubild einen Hochpunkt.

2. Wendepunkte:

Die notwendige Bedingung fiir Wendepunkte: —
Wenn f an der Stelle xo eine Wendestelle hat, dann muss " (x,) = 0 sein.

Bemerkung: Die Bedingung ist nicht hinreichend:
Wenn f7"(xo) = 0ist, so braucht f an der Stelle xq keine Wendestelle zu ha
ben:zB. f(x)=x*:f7(0) =0, aber: fhatein Minimum bei X,=0 X
Die 1. hinreichende Bedingung fiir eine Wendestelle:

Wenn " (Xo) = 0 ist und wenn """ (xo) # 0 ist, dann hat f an der Stelle x, eine Wendestelle.
77 (Xq) >0: Qbergang von einer Rechtskurve in eine Linkskurve.
f"(Xo) <0: Ubergang von einer Linkskurve in eine Rechtskurve

Die 2. hinreichende Bedinqung fiir eine Wendestelle:

Wenn 7 (Xo) = 0 ist und wenn f~ an der Stelle x, sein Vorzeichen wechselt, dann hat f an der Stelle X, eine
Wendestelle.

Vorzeichenwechsel von - nach + : Ubergang von einer Rechtskurve in eine Linkskurve

Vorzeichenwechsel von + nach - : Ubergang von einer Linkskurve in eine Rechtskurve

Winkel zwischen 2 Kurven

Definition 1: Der Steigungswinkel o einer Geraden ist der Winkel zwischen der positi-
ven x-Richtung und der Geraden.
oy P
Definition 2: Der Schnittwinkel zwischen 2 Kurven ist der Winkel zwischen den Tan-
genten im Schnittpunkt. x

Esgilt: 8 =a,— oy, wobei : tan oy =m; =f(Xo), v
tano,=m, = g' (Xo)
Spezialfalle: (1) rechtwinklig schneiden : f(xg)-g"(Xo) = -1
(2) berthren: 1) f(Xo) = g(Xo) (gemeinsamer Punkt)
2.) ' (Xo) =g"(X0) (gleiche Steigung)




Ortskurven

Ortskurve von Punkten, deren Koordinaten von einem Parameter abhangen:

Punkte P(x(t)ly(t)) : Losedie Gleichung x = Xx(t) nach t auf und setze das Ergebnisin der Gleichung
y = y(t) ein. Man erhélt eine Gleichung y = y(x), die Gleichung der Ortskurve.

1 X=t-2 = t=x+2 1 5
Beispiel: P[t—2|=| ,t>0: aso: 1 = |Y= y X>—
s o121 -
Tangenten und Normalen
1.) Tangentengleichung in einem Punkt P(ulf(u)): y
t
t: y-f(u)=Ff(u)(x-u
It y-fu) = F ) (u) " =)
2. Normalengleichung in einem Punkt P(ulf(u)): P(ulf(u))
. f - L n
n:y-fu=- () (x-u)
X
3. Tangenten von einem Punkt P(alb) an eine Kurve:
Bestimmung des Beriihrpunktes B(ulf(u)):
Ansatz: (1) Tangentein B(ulf(u)) : t :y - f(u) =f"(u)-(x-u) Yy
(2) P(ab) e t b - f(u) = (u)-(a-) t
(3) Lése die Gleichung in (2) nach u auf ! () y=f(x)
B(ulf(u))
Beispiel: f(x)=x*+2 , Tangentevon P(1]2) aus an die Kurve
Q) t:y-(P+2) =2u(x-u) P(a|/b)T4 b
(2) Pet : 2-(UW¥+2) =2u(l-u)
©) W¥-2u =0 a u X
u; = 0 , Bl(0|2)
U, = 2 , Bl(2|6)
Symmetrie
1. Achsensymmetrie y 2. Achsensymmetrie
zur y-Achse: Zu einer Achse x=a: x=a
F(-x) = f(x) P P f(a-x) = f(a+x) P P
f(-x) £(x) f(a-x) f(a+x)
5 a-X a a+x X
3. Punktsymmetrie y 4, Punktsymmetrie
zum Ursprung: P zu einem Punkt S(alb) S P
) =19 N b - f(ax) = f(@+) - b o
= - bzw. : P b
f(a+x) + f(a-x) = 2b f(a-x
™ a-x a a+x
P




Néherungsverfahren in der Mathematik

Nullstellensatz fur stetige Funktionen:
Wenn f in einem Intervall [a;b] stetig ist und wenn f(a)<9 und f(b)*>0 ist (bzw. f(2)>0 und f(b)<0),
dann hat f im Intervall [a;b] wenigstens eine Nullstellex (d.h. f(x )=0) .

1.) Das Newton-Verfahren zur ndherungsweisen Bestimmung einer Nullstelle:

Idee des Newtonverfahrens:

Wenn f an einer Stelle x* eine Nullstelle hat (d.h. f(x*) = 0), so

kann man die Nullstelle x* durch folgendes V erfahren immer

besser anndhern:

¢ man wahlt eine Anfangsnaherung Xo und damit den Néhe-
rungspunkt Po(Xolf(Xo)) auf dem Schaubild in der Nahe der

o0

Nullstelle ;!
e man nimmt die Tangente in diesem Punkt P, und berechnet /P/
den Schnittpunkt der Tangente mit der x-Achse (Stelle x,) Nullstelle x* ‘

X3 X1 Xo

e man nimmt x; as neue Néherung und wiederholt mit dem
Punkt Py(x4[f(X1)) das Verfahren

o auf diese Weise erhdlt man eine Folge von Naherungswerten Xo , X1, X2, vov , Xnyeoe
Die Folgenglieder erhdlt man durch die Rekursionsvorschrift :

F(x,) (Newton-Verfahren)
(%)

e dieFolge (x,) konvergiertin der Regel sehr schnell gegen die gesuchte Nullstelle x*.

Anfangsndherung Xo; Xp+1 = Xn -

2.) Die keplersche Fassregel zur ndherungsweisen Bestimmung
von Integralen:

b
Ein Integral L f (x)dX kann folgendermalRen ndherungs-

wei se berechnet werden:

Man teilt das Intervall [a; b] in 2 gleich lange Teile mit den
Teilpunkten Xo , X1 , X2 und berechnet die Funktionswerte
Yo = f(Xo), y1 = f(X1), y2 = f(X2) an diesen Teilpunkten.

Beachte: die keplersche Fassregel kann sowohl fir die ndhe- a
rungsweise Berechnung von Flacheninhalten als auch X X X5
von Rauminhalten verwendet werden:

b
ja f(X)dXz b_Ta'[yo"'A'yl""yz]

b
b-a
ﬁjaf(X)ZdXz”' 6 '[y02+4y12+y22]

3.) Mittelwert einer Funktion mit Hilfe des Integrals:

Als Mittelwert fir die Funktionswerte einer Funktion f tber ai-
nem Intervall [a;b] bezeichnet man die Zahl :

- 1 b
m = | f(x)dx
b—aja()

b —
Bemerkung: Ia f (x)dx = m(b-a), d.h. das Integral ist gleich

y=f(x)

]

dem Flacheninhalt eines Rechtecks tiber dem In-

tervall [a;b] mit der Hohe m . In diesem Sinn ist a b
m als mittlerer Funktionswert zu verstehen.




Die keplersche Fassregel zur naherungsweisen Bestimmung

von Integralen

Das Volumen eines Fasses mit der H6he h berech-
net sich ndherungswei se aus den Radien des Bodens
Io ,des Deckels r, und des groften Radius ry:

V= + +

V=m- % [r02+ ar’ + r22]

Kann man die Krimmungslinie mithilfe des Schau-
bildes einer Funktion f : y = f(x) Gber dem Intervall
[a; b] beschreiben, dann ist

o= f(Xo) =Yo,lNn= f(X]_) =Y, N= f(Xg) =Y und
h=b-a undfir

V=r Lb[f (x)]zdx (Volumen des Rotationskorpers)

ergibt sich als Naherungswert:

2 b— 1
V =z [fo]de = - Ta-[y02+ 4y +y,|

Der Flacheninhalt (j:f (x)dx ) der Flache zwischen

dem Schaubild von f : y = f(x) und der x-Achse tber
dem Intervall [a; b] kann entsprechend folgender-
mal3en ndherungswei se berechnet werden:

Man teilt das Intervall [a; b] in 2 gleich lange Telle

mit den Tellpunkten xo=a, X =7a, X2 =bund

berechnet die Funktionswerte
Yo = f(Xo), Y1 = f(X1), Y2 = f(X,) an diesen Teilpunk-

ten. Fir das jabf (x)dx ergibt sich als Naherungs-
wert;

b —
J, TO0dx = bTa-[yo+4yl+y2]

Y1

Y2

X1




Die trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus

Das BogenmaR eines Winkels:
Das Bogenmal3 eines Winkels ist die zu dem Winkel gehtérende Lange des Bogens auf dem Einheits-
kreis.

GradmaBa | 0 30° | 45° | 60° | 90° | 180° | 270° | 360°
T T V4 Vs 3
Bogenmal3 x 0 — — — — — 2
g 6 4 3 2 T
. 1 1 1
sinx 0 V2 [ 23| 1 0 -1 0
2 2 2
1 1 1
COS X 1 —4/3 | =4/2 = 0 -1 0 1
2 V3 2 2
Definition von Sinus und Cosinus: 1
sin x ist die 2. Koordinate des zum Winkel x gehtrenden Punktes \ P
auf dem Einheitskrels. X
gn(x)
cos X ist die 1. Koordinate des zum Winkel x gehorenden Punktes auf cos(x) 1
dem Einheitskreis.
Funktion: Def.-Menge Ableitung: Stammfunktion: Periode:
1) f(x)=sinx X el f*(x) = cos x F(x) =-cosx +c 21
2.) f(x) =cosx X el f'(x) =-snx F(x) =sinx +c on
y
1 \
A
-4 >< -1 0 1 2 3>1(
\ L i \
Streckungen/Verschiebungen der sin-Kurve (cos-Kurve) :
1. Streckung in y-Richtung mit Faktor a: f(x) = a-sin(x) Amplitude: |a|
2. Verschiebung in x-Richtung um c: f(x) = sin(x-c)
3. Verschiebung in y-Richtung um d: f(x) = sin(x) +d
4. allgemein: f(x) = asin(x-c) +d
1. Streckung in y-Richtung 2. Verschiebung in 3. Verschiebung in 4. dlgemein
x-Richtung y-Richtung
1 T TRhERT=] T o ]
e EdNEs N @Rz
= e | : /
3 , R




Die natirliche Exponentialfunktion (e”)

1. Die Eulersche Zahl e:

n—oo

e = lim (1+1)n ~ 2,72
n

2. Die e-Funktion:

f:x—> e, 0=0,

W =07

a) Spezielle Werte:

b) Funktionsgleichungen: (1) € =¢¢

=1, e'=e,

& = x
eX

(3) (€) =€

(2 €= o

¢) Ableitung:

bei Verkettung:
fx)=e™ = f(x) = g (x)e®

Beispiele: f(x)=€* = f(x) = ke~
t00=e¥) o F =2xel)

d) Integration:

J':exdx=[ex];:eb—

ea

Beispiel:
b

a

J’be—2x+1 dx = —1-6_2”1 __1 a2+ 1
a 2 2 2

+=. e—2a+l

€) wichtige Grenzwerte:

X—>+00

. _ . X
limx"-e™ = lim— =0,reQ

X—>+o0 €

r

limx"-e*=0,reQ

X—>—00

Wachstums- und Zerfallsprozesse:

1.) exponentielles Wachstum:

Ein Wachstumsprozess heif3t exponentiell, wenn
sich die wachsende Grol3e in festen Zeitabschnit-
ten mit demselben Faktor multipliziert:
f(x+h)=q-f(x)

oder:

Ein Wachstumsprozess heif3t exponentiell, wenn
die Wachstumsgeschwindigkeit f(x) proportional
zur wachsenden Grof3e f(x) ist.

Differenzialgleichung:

|f' (x) = k-f(x)|
(k :Wachstumskonstante)
k>0: Wachstum

y
.| k:
y=ae X y=ae™
a

k<0: Zerfall ‘

Verdopplungszeit, Halbwertzeit: T = Ilnle

Wachstumsfunktion:
a=f(0) : Anfangswert

2.) beschranktes Wachstum:

Ein Wachstumsprozess heif3t beschrankt, wenn
die Wachstumsgeschwindigkeit proportional zum
Séttigungsmanko (dem zur Séttigung noch feh-
lenden Bestand) ist.

Differenzialgleichung: y

[ (%) = k(5 - 1))] ¢
(S: Séttigung)

/)/_:/G-ae'kx
G-a

(k: Wachstumskonstante)

Wachstumsfunktion:

X

3.) logistisches Wachstum:

Ein Wachstumsprozess heif3t logistisch, wenn die
Wachstumsgeschwindigkeit f*(x) proportional zur
wachsenden GréfZe f(x) und zum Séttigungsman-
ko (Sf(x)) ist.

Differenzialgleichung: é’

| £ () = k)5~ )|

(S: Séttigung)
(k: Wachstumskonstante)

Wachstumsfunktion:

S
f X)=———
) 1+a-e




Die nattrliche Logarithmusfunktion f(x) = In(x)

Die In-Funktion: y

f:x—> In(x) ,0=0" ,w=[| y=x-1 y=In(x)

a) Spezielle Werte:  In(1)=0; In(e)=1; In(e) =x

b) Funktionalgleichungen: (1) In(uv) =In(u) +In(v); (2) In(s):ln(u)-ln(v); (3) In(u*) = kin(u)

c) Ableitung: Beispiel:
In'(x)=% , 2%
, f)=In0¢+1) = ()=
bei Verkettung: f(x) =In(g(x)) = f'(x)=9£f)§)2 X+l

d) Integration: Beispiel:

b 2

bl 2 1 1 1 1
L;dx = [|n|x|]a [ 2X+ldx—{zln(2x+1)1=Eln(5)—§ln(3)

In(x) = [ %dt




Name |exponentielles Wachstum beschranktes Wachstum
Das Wachstum ist umso schneller, je Das Wachstum ist umso schneller, je grofier die
Modell grof3er der Bestand ist. Differenz zwischen Grenze S und Bestand ist.
Wachstumsgeschwindigkeit proportio- | Wachstumsgeschwindigkeit proportional zum
nal zum Bestand Séttigungsmanko
Differenti-
al- Glei- f'(t) = k-f(t) f'(t) = k-(S-1(t))
chung
Ldsung f(t) =ae"  (afreier Parameter) f(t) =S-ae* (afreier Parameter)
Anfangswert f(0)=a f(0)=S-a

Charakteris-

Verdopplung/ Halbierung in immer

Halbierung der Differenz des Bestandes zur

tikum . . In2 Grenze in immer gleichen Zeitspannen
E—— gleichen Zeitspannen T = W
y y
y:ae'kt Y:aekt
a<0
Schaubild
a i\
t
t
Beispiele Bevolkerungsentwicklung, Zinseszins, | Erwérmung, Abkihlung eines Getrénkes

radioaktiver Zerfall

Verkauf eines Produktes

logistisches Wachstum

Das Wachstum ist umso schneller, je gréf3er das Produkt aus dem Bestand und der Differenz zwischen
Grenze S und Bestand ist
Wachstumsgeschwindigkeit proportional zum Produkt aus Bestand und Séttigungsmanko

F(R) = k-f(t)- (S - (1))

S
f(t) =
® l+a-e

= bzw.

f(t) =

a-S
a+(S—ae™

(afreier Parameter)

S
f(0) = —
© 1+a

bzw. f(0)=a

Wendepunkt (grofte Wachstumsgeschwindigkeit) bei der Halfte S/2, davor beschleunigtes, danach ver-
langsamtes Wachstum

S y

Wachstumsgeschwindigkeit f(t)

y=f'(t

Ausbreitung einer Krankheit,
Wachstum einer Population in einem beschrénkten L ebensraum




Folgen — Grenzwert von Folgen

Definition 1:
Eine reelle Zahlenfolge (a,)n. ist eine Funktion, diejeder nattirlichen Zahl nel] einereelle Zahl &,
(das n.-te Folgenglied) zuordnet. Folgenglieder : ay, ai, &, as,.....

Definition 2:
Eine Zahlenfolge (a,) heil3t nach oben (nach unten) beschrankt, wenn es eine Zahl M (bzw. m)
gibt. so dassfir alea, gilt: a, <M (bzw. a,>m) .

Definition 3:
Eine Zahlenfolge (a,) heil3t monoton steigend (monoton fallend), wenn fur allen e [ gilt :

an < ane1 (DZW. @ 2 8nsy) , ASO: < @< @ ... (bzw. > > @ ..... )

Definition 4:
Eine Zahlenfolge konvergiert und hat den Grenzwert g ( lim (a,) = g ), wenn gilt:

Fur allee > 0 gibt es eine Folgennummer ny , so dassfir allen>ny gilt : |a,—g| <&
(in Worten : fir jede noch so kleine Zahl ¢ > 0 findet man eine Zahl no, so dass ab dieser Nummer
Ny alle Folgenglieder sich vom Grenzwert g um weniger als € unterscheiden.)

Beispiel:
2
Die Folge (a) = ( 2 1) hat den Grenzwert g =1, denn: sai € > 0 beliebig vorgegeben:
n°+
2 2 (12 _
2 —<8<:>w<8<:> > € & — <e(:)n2+1>1<:>n2>1-1
n“+1 n“+1 n“+1 n“+1 £ £

= n>‘/1—1
&

also: wéhle alsng die erste nattirliche Zahl, die gréfl3er als ‘/1—1 ist.

&
Danngiltfuralen>ng: |a,—1| <€, asoist g=1 der Grenzwert der Zahlenfolge.

Rekursiv definierte Folgen:

Anfangsglied: a ; Rekursion : a1 =f(a,) (die Rekursionsformel gibt an, wie sich das nachfolgende
Folgenglied aus dem vorangehenden berechnet )

Beispidle: 1) & =1, au=a+2: (1,357, ...)
2=l a=1l;aw=aww+a (1,1,23,5,8,13,21,...) Fibonacci-Folge)

Arithmetische Folgen:
Anfangswert & ; Rekursion: a.i=a,+d (Beispiel : 1,4,7,10,13, ...)

Geometrische Folgen:

Anfangswert a; Rekursion: awi=(Q-a, (Beispiel : 1, 2,4, 8, 16, ...)

(20, 00, &G, @00’ ... )

(Bemerkung: ist |g| < 1 so konvergiert die geometrische Folge (a0 ") gegen 0 (LLm (a,-q")=0)




Vollstandige Induktion

Das Beweisverfahren der vollstandigen Induktion kann immer dann angewendet werden, wenn eine
Aussage bewiesen werden soll, die fur alle natirlichen Zahlen gilt.
(formal : Eine Aussage A(n) gilt fir allen € [1)

Beweisverfahren der vollstindigen Induktion:
Das Beweisverfahren besteht aus 2 Schritten, die bewiesen werden miissen:

1. Induktionsanfang:
Die Aussage A(n) gilt fur den Anfangswert (z.B. n=1 oder fir n=0)
2. Induktionsschluss:
Wenn die Aussage A(n) fur ein n gilt, dann gilt sie auch fir das nachfolgende n+1 .

Aus 1. und 2. folgt : Die Aussage A(n) gilt fir ale n>1 ( bzw. fur alle n groRer gleich dem An-
fangswert)

formal: 1) A(1) gilt (bzw. A(0) gilt)
2.) Wenn A(n) gilt, dann gilt auch A(n+1) .
Aus (1) und (2) folgt : A(n) gilt fur alle n>1 ( n groRer gleich dem Anfangswert 0)

Beispiel 1: Firalen>1gilt:1+2+3+...+n :% n(n+l) (A(n))
( Die Summe der ersten n nattrlichen Zahlen ist gleich% n(n+1) )
Bewels. 1) A(1) gilt,denn: 1 :% 1.2 ist wahr (Induktionsanfang)
2) zuzeigen: (Induktionsschluss)
Wennl+2+..+n :% n{n+1) gilt, ( Induktionsvoraussetzung A(n) )

danngilt:1+2+ ...+ n+ (n+1) :% {n+1){n+2) ( Induktionsbehauptung A(n+1))

1+2+..+n+(n+l) = %-n-(n+1) +(n+l) = (n+t)] % n+l] = %-(n+1).(n+2)
(nach Induktionsvoraussetzung) (ausklammern) (ausklammern)

aso: 1+2+..+n =%-n~(n+1) gilt fur allen>1

Beispiel 2: Fur allen >1 gilt : Nehmen an einem Turnier n Mannschaften teil , so gibt es % n(n-1)
verschiedene Paarungen . (A(n))
Beweis. 1.) A(1) gilt, denn: bel einer Mannschaft gibt es 0 :% 1.0 Paarungen  (Induktionsanfang)
2.) zuzeigen: (Induktionsschluss)
Wenn es bei n Mannschaften %
n{n-1) Paarungen gibt, ( Induktionsvoraussetzung A(n) )
dann gibt es bei (n+1) Mannschaften% {n+1)n Paarungen. (Induktionsbehauptung A(n+1))
Bel (n+1) Mannschaften gibt es nach Induktionsvoraussetzung zwischen den ersten n Mann-
schaften % -n-(n-1) Paarungen,

die dazukommende (n+1). Mannschaft muss gegen jede der ersten n Mannschaften spielen, aso
kommen noch n Paarungen dazu, also sind es:

%-n-(n-l) +n = % n{(n-1)+2] = % (n+1)n Paarungen (was zu beweisen war) .
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